MATEMATIKA 1.

Differencialszamitas

Legyen f :]a,b[— R egy valds fiiggvény, g pedig az |a, b intervallum tetszéleges

pontja. Az
f(x) — f(xo)
T — X

X —

fliggvény értelmezve van az |a, b| intervallum minden z(-tél kiillénb6zé pontjaban.
Ezt a fiiggvényt az f fliggvény xy pontbeli differenciahdnyados fiigguényének nevezziik.
Geometriailag a differenciahanyados fiiggvény x pontbeli értéke az f fliggvény
gorbéjén fekvé (zg, f(xg)) és (z, f(x)) pontokon athaladé egyenesnek, az un. szeldnek
az iranytangense.

Ha az f fiiggvény x(y pontbeli differenciahanyados fliggvényének az xy pontban
létezik a véges hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az zy pontban
differencidalhato, a hatarértéket pedig az f figgvény xy pontbeli differencidlhanya-
dosdnak nevezziik. Jele: f'(x). Mésszéval:

f/(SU()) — hm f(x) B f($0)7

T—T0 T — ,ZUO

feltéve, hogy a hatarérték véges. Ha a hatarérték nem létezik, vagy +oo, akkor
az [ figgvény nem differencidlhaté xg-ban. Ha az xy pontbeli differenciahanyados
fuggvénynek az xy pontban létezik a véges bal-, illetve jobboldali hatarértéke, akkor
azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xy pontban balrol, illetve jobbrol differen-
cidlhato, a megfelelo egyoldali hatarértéket pedig az f fggvény x pontbeli baloldalsi,
illetve jobboldali differencialhanyadosanak nevezzik.

Konnyti 1atni, hogy ha f/(zg) 1étezik, akkor a kdvetkez6képpen is irhato:

o) — i LR = (o)

h—0 h

Mivel ebben a kifejezésben a nevezé hatarértéke 0, a hanyados hatarértéke csak
akkor lehet véges, ha a szamlalo hatarértéke is 0. Masszoval, ha egy fliggvény egy
pontban differencidlhaté, akkor abban a pontban sziikségképpen folytonos.

Ha z¢-ban létezik az f fliggvény differencialhanyadosa, akkor a

y = f'(wo)(x — m0) + (o)

egyenes nyilvan athalad az f fliggvény gorbéjének (zg, f(z9)) pontjan. Ezt az
egyenest az f fliggvény xy pontbeli érintojének nevezziik. Megjegyezzik, hogy
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amennyiben az egyoldali derivaltak valamelyike — esetleg mindketto — 1étezik, akkor
a fenti egyenletben az f'(x¢)-t a megfelels egyoldali derivélttal helyettesitve az
egyoldali félérinto fogalmat kapjuk.

Ha egy fiiggvény az érelmezési tartomanyanak minden pontjaban differencialhato,
akkor differencdlhato figgvénynek nevezziikk. Ha az f fiiggvény egy intervallu-
mon differencidlhatd, akkor ezen az intervallumon az x — f'(x) hozzérendeléssel
értelmezett fliggvényt az f fiiggvény deriwadltfuigguényének, derivdltjanak, illetve dif-
ferencidlhdnyados figguényének nevezziik, jele f'. Tehdat az f fiiggvény x pontbeli
derivéltjanak f’(x) médon jelolt fiiggvényértéke éppen az f fliggvény x pontbeli dif-
ferencialhanyadosa. Megjegyezziik, hogy — némileg ”pongyola” médon — az f'(x)
differencidlhanyadost is szokas ” x¢-beli derivaltnak” nevezni. Ezt a "rossz szokast”
idonként mi is gyakorolni fogjuk. Nyilvnvalé, hogy ha két fiiggvény egy nyilt in-
tervallumon megegyezik, akkor azon az intervallumon egyszerre differencialhatok,
illetve nem differencialhatok, s ha igen, akkor a derivaltjaik megegyeznek. Ezt tgy
is kifejezhetjiik, hogy a differencialhatésag pontbeli tulajdonsag.

Feladatok
Szamitsuk ki definicié alapjan a kovetkezo fiiggvények derivaltjat, valamint ad-
juk meg a fiiggvénynek, illetve derivaltjanak értelmezési tartomanyat!

i) f(x) =12+ Tz
Megoldas A fliggvény minden valés x pontban értelmezve van. Az xy pontban

differenciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:

. (124 T7z) — (12 + Txp) )
lim = lim
T—XT €T — ,CCO Tr—xyg T — xo T—T0 €T — [L’O

tehat a fliggvény minden xy pontban differencidlhatd, és derivaltja f'(x¢)
Maésszéval, az f’ derivalt minden valés = pontban értelmezve van, és f'(x)

7.
7,

minden x-re.

i) f(z) =1— 322
Megoldas A fliggvény minden valds x pontban értelmezve van. Az xy pontban
differenciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:

1 — 2\ 1 — 2 _ 2 _ 4.2 _ —
o (=32 = (=3a) 3G oad) 3 - m)e )

T r — Xy T—Xg T — Xy T—To r — Xy

lim —3(x + ) = —6x,

T—X0
tehéat a fiiggvény minden xy pontban differencidlhatd, és derivaltja
f(xg) = —6x. Mésszoval, az f’ derivalt minden valés = pontban értelmezve
van, és f'(x) = —6z, minden z-re.



i) f(z) =52%+ 3z — 2
Megoldas A fliggvény minden valds x pontban értelmezve van. Az xy pontban
differenciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:

(52% 4+ 3z — 2) — (baf + 3wg —2)

lim = lim —
T—xg T — X T—Xo r — X
5z — 3(x —
lim 2E 2@+ T) +3@=20) s ) 43 = 100 + 3,
T—Xg T — xo T—TQ

tehat a fliggvény minden xy pontban differencialhatd, és derivaltja
f'(xg) = 10z9+3. Masszoval, az f’ derivalt minden valés = pontban értelmezve
van, és f'(z) = 10z + 3, minden z-re.
iv) f(x) =23 —3x+5
Megoldas A fliggvény minden valés x pontban értelmezve van. Az x; pontban
differenciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:
. (3 — 32 +5) — (23 — 320 + 5) . (23 — 23) — 3(z — x0) _
T—T0 Tr — X T—To r — o

lim (2 = 20) (2 + 2 + 25) = 3(x — 20) = lim 2% + 2x¢ + 25 — 3 = 325 — 3,
=10 T — X =
tehéat a fiiggvény minden xy pontban differencidlhaté, és derivaltja

f'(xo) = 323 — 3. Mdsszéval, az f’ derivalt minden valés x pontban értelmezve
van, és f'(x) = 32% — 3, minden z-re.

V) fl@) =+ Va

Megoldas A fliggvény minden nem negativ valés  pontban értelmezve van. A
0 pontban természetesen csak jobboldali differencidlhatésagrol lehet szo, de ez
szamitasainkat nem befolyasolja. Az xg > 0 pontban differenciahanyadosanak
hatarértékét vizsgaljuk:

lim CC—F\/E—SUO—\/SU—(): lim (:C_xo)—i_(\/__\/x_o)
T—Tq T — X T—=To L — I
i VE = VA VA 4 (VE = ) Va1

S (VI ) (Va t y/w) 0 (VI + /T0) 2

tehét a fiiggvény minden xy > 0 pontban differencidlhaté, és derivaltja
1

N

fl(wg) = 1+ 33y%. Mésszéval, az f’ derivalt minden valés z > 0 pontban
értelmezve van, és f'(x) =1+ %x*%,, minden = > 0-ra. Az xy = 0 pontban a
fenti differenciahanyados hatarértéke:




tehdat a fliggvénynek az xy = 0 pontban nem létezik jobboldali differencidlha-
nyadosa.

vi) f(z) =1+ 22

Megoldas A fiiggvény értelmezve van, ha = > —%. Az xy > —% pontban
differenciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:

Y V1422 — /14 2x . 2(x — xo)
im = lim =
0 T — Tg r—10 (x — x0)(V1 + 22 + /1 + 22)

2 1

lim —

$—>x0\/1—|—2$—|—\/1+2330 v1+2x

tehat a fliggvény minden xy > —% pontban differencialhaté, és derivaltja
F(x0) = (1 + 2x9) 2. Mésszoval, az f' derivalt minden valés z > —1 pontban

értelmezve van, és f'(z) = (142x) 2, minden > —1-re. Mdsrészt, az 9 = —3
pontban
2
lim ——— =4
%ﬁ——%+\/1%—2$
tehat a fiiggvénynek az xg = — — % pontban nem létezik jobboldali differenci-
alhanyadosa.
vil) f(z) = £52

Megoldas A fiiggvény értelmezve van, ha x # % Az xy # % pontban differen-
ciahanyadosanak hatarértékét vizsgaljuk:

34z 34z

o T 1o 10 10

hm 1-3x 1 3£E0 — hm — ,
o R A ) v—zo 9wy — 3x — 39+ 1 (3xg — 1)?

tehét a fiiggvény minden xy # % pontban differencidlhato, és derivaltja
f(xg) = ﬁ. Mésszéval, az f' derivalt minden valés x # % pontban
értelmezve van, és f'(z) = ﬁ, minden x # %—ra. Madsrészt, az © = =

3
pontban a bal- és jobboldali differencidlhanyadosok +oo-nel egyenlék.
viil) G(t) = AL

Tot+1
Megoldas A fentiek mintajara azt kapjuk, hogy
1
G'(t) =
(t) 1+ ¢2
ha t # —1.



Megoldas A fentiek mintdjara azt kapjuk, hogy

g'(z) = —%
ha x # 0.
x) f(x) =
Megoldas A fentiek mintdjara azt kapjuk, hogy
f'(x) = 4a”

minden valds z-re.

frjuk fel az adott gorbék adott pontbeli érintéjének egy egyenletét:
i) Az f(z) = 2% — 8z + 9 parabola, P(3, —6)
Megoldas Az (xg, f(z()) ponton dtmend érinté egyenlete
y = f'(zo)(x — z0) + f(x0).

Esetiinkben: f'(x) = 2x — 8, f'(xg) = =2, f(xg) = 3% —8-3+9 = —6, ezért
az érinto egyenlete az adott pontban:

y=—2(x—3)—6.

ii) Az f(z) = 32? — bz parabola, P(2,2)
Megoldas Az (xg, f(xo)) ponton dtmend érinté egyenlete
y = f'(@o)(x — x0) + f(20).

Esetiinkben: f'(z) = 6x — 5, f'(xg) = 7, f(xo) = 2, ezért az érint6 egyenlete
az adott pontban:
y="x—-2)+2.
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iii) Az f(x) =1 — 2® harmadfoki parabola, P(0,1)
Megoldas Az (g, f(x¢)) ponton atmend érint6 egyenlete
y = f'(wo)(x — m0) + f(x0).

Esetiinkben: f/(z) = —32?%, f'(x¢) = 0, f(xo) = 1, ezért az érint6 egyenlete az
adott pontban:
y=1.

|
]
T

iv) Az f(z) = 23 — 5z + 1 harmadfoki parabola, P(1,—3).
Megoldas Az (xg, f(z)) ponton dtmend érinté egyenlete
y = f'(zo)(z — o) + f(20)-

Esetiinkben: f'(z) = 32% — 5x + 1, f/(x9) = —1, f(xg) = 1, ezért az érintd
egyenlete az adott pontban:

y=—(r—1)—3.
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v) Az f(z) = 4sin®z, P(%,1)
Megoldas Az (xg, f(z)) ponton atmend érinté egyenlete
y = f'(xo)(x — o) + f(20).

Esetiinkben: f(x) = 4sin2x, f'(x) = 2v/3, f(x¢) = 1, ezért az érint6 egyen-
lete az adott pontban:

- -4l

vi) Az f(x) = 5=, P(0,-1),

e
Megoldas Az (g, f(x¢)) ponton atmend érint6 egyenlete

y = f'(x0)(x — xo) + f(wo).

Esetiinkben: f'(x) = (1;1%)2, f(xg) =0, f(xg) = —1, ezért az érint6 egyenlete
az adott pontban:
y=-1
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vii) Az f(x) =+/1+4sinx, P(0,1)

Megoldas Az (xg, f(z()) ponton dtmend érinté egyenlete

y = f'(x0)(x — xo) + f(wo).

Esetiinkben: f'(x) = %, (o) = 2, f(xg) = 1, ezért az érint6 egyenlete

az adott pontban:
y=2x+1

viii) Az f(z) = 2v/b —x, P(1,2)
Megoldas Az (g, f(x¢)) ponton atmend érint6 egyenlete
y = ['(wo)(x — 20) + f(0).

Esetiinkben: f'(z) = 21\0/%, f(xo) = %, f(xg) = 2, ezért az érinté egyenlete az
adott pontban:

7
y:Z(aﬁ—l)—l—Q
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ix) Az f(z) = z/(1 + 2x) fliggvény gorbéje, P(—i, —%)

Megoldas Az (xg, f(z)) ponton dtmend érinté egyenlete

y = f'(wo)(z — x0) + (o).

Esetiinkben: f'(z) = m, f(z0) =4, f(xo) = —3, ezért az érintd egyenlete

az adott pontban:
1
—dr 4+ =
Y T+ 5

-y
[47]
T

-1 - = - i 2 ;|

ok

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az f(x) = |z| fiiggvény az o = 0 pontban nem differen-
cialhato, baloldali derivaltja —1, jobboldali derivaltja +1.

Megoldas Kiszamitjuk az xy = 0 pontban a differenciahanyados fliggvény

baloldali és jobboldali hatarértékét:
|| x ] z

lim — = lim — =-1, lim — = lim — =1,
z—0— T z—0— T =0+ T =0+ T

tehat a baloldali derivalt —1, a jobboldali derivalt pedig +1.
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2. Mutassuk meg, hogy az f(z) = z|z| fliggvény differencidlhatd, és szamitsuk ki

a derivaltjat.
Megoldas Az x < 0 és x > 0 nyilt intervallumokon a fliggvény megegyezik
a —a?, ill. 2? fiiggvényekkel, igy ezeken az intervallumokon differencélhatd,
és derivaltja —2x, illetve 2x. Most kiszamitjuk az zy = 0 pontban a differen-
ciahdnyados fliggvény baloldali és jobboldali hatarértékét:

lim M: lim —z =0, lim M: lim x =0,

z—0— X z—0— z—0+ I z—0+
tehat a baloldali és jobboldali derivaltak megegyeznek, igy a fggvény 0-ban is
differencialhatd, és ott a derivéltja 0. Ezek szerint (z|x|) = 2|z|.

s

k3

3. Legyen f(x) = 0, ha x raciondlis szdm, és f(z) = 1, ha z irracionélis szam.
Vizsgaljuk meg, hogy f differencidlhato-e xy = 0-ban.

Megoldas Ha x,, raciondlis szamokbdl allé6 nullsorozat, akkor f(z,) = 0, igy
lim,, o f(z,) = 0. Ha viszont x,, irraciondlis szamokbdl 4116 nullsorozat, akkor
f(x,) = 1, igy lim,, . f(z,) = 1. Ezért f-nek nincs hatarértéke O-ban, ott
tehat nem is folytonos, tehat nem is differencidlhato.

4. Legyen f(x) = 0, ha x raciondlis szam, és f(x) = z, ha x irracionélis szam.
Vizsgaljuk meg, hogy f differencidlhaté-e xy = 0-ban.

Megoldas Eloszor vizsgaljuk meg, hogy folytonos-e f a 0-ban. Legyen ¢ > 0
adott. Ha |x| < €, akkor x akar raciondlis szam, akar irraciondlis szdm, min-
denképpen |f(x)—0| < |z| < ¢, tehat § = e valasztassal teljesiil a folytonossag
definiciéjaban megkovetelt tulajdonsag, igy f folytonos az xy = 0 pontban.
Egyébként konnyt latni, hogy semmilyen mas pontban nem folytonos, sot, a
hatarértéke se létezik mas pontokban.
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fgy nem alkalmazhatjuk az el6z6 feladatban alkalmazott gondolatmenetet,
hiszen a folytonossag egy adott pontban csak sziikséges, de nem elegendo
feltétele a differencialhatosagnak. Meg kell vizsgalnunk a differenciahanyados
hatarértékét a 0 pontban: ha =z, raciondlis szamokbdl allé6 nullsorozat, akkor

f(x,) =0, ezért
lim f(@n)

n—oo ,’L’n

= 0.

Ha viszont x,, irracionalis szamokbdl allé nullsorozat, akkor f(z,) = x,, ezért

Tehat a differenciahanyados hatarértéke nem létezik, a fiiggvény, bar folytonos,
de nem differencialhaté O-ban.

Legyen f(x) = 0, ha x raciondlis szam, és f(z) = 2%, ha x irraciondlis szam.
Vizsgaljuk meg, hogy f differencidlhato-e xy = 0-ban.

Megoldas A differenciahanyados hatarértékét vizsgaljuk:

i SO 10 1(0)

x—0 r—0 zr—0 X
Azt allitjuk, hogy ez a hatarérték 0. Legyen € > 0. Meg kell mutatnunk, hogy
van olyan § > 0, hogy ha 0 < |z| < §, akkor |@| < g, vagyis |f(x)| < |x|e.
Mivel |f(x)| vagy 0, vagy x2, ezért a § = ¢ vdlasztdssal, ha z raciondlis és
0 < |z| < = e, akkor |f(x)| = 0, tehat | f(x)| < |z|e, ha pedig x irraciondlis és
0 < |z| <& = ¢, akkor | f(z)] = |z|* < |z|e. Tehat a fiiggvény differencidlhaté
a 0 pontban, és differencialhanyadosa 0.

Differencialasi szabalyok

A differencidlhanyados, illetve a derivalt kiszamitasa lényegében egy hatarérték
kiszamitasat jelenti, igy a hatarértékszamitassal kapcsolatos miveleti szabalyokat
alkalmazhatjuk. Itt roviden oOsszefoglaljuk ezeket:

Ha f és g az xy pont koriili nyilt intervallumban értelmezett fliggvények és x(-

ban

differencialhatok, akkor

1) f'(xg) =0, ha f az z( koriil egy nyilt intervallumban &llando,

2) (
3
4

)
) (e
)
5)

[+ 9) (o) = f(0) + g'(x0)

) (o) = ¢+ f'(wo)
f-9) (o) = f'(w0) - g(wo) + f(20) - '(20)
L)' () = Leokslo=f@o g wn) g g(a,) 0.
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Osszetett fiiggvény differencialasa

Ha f értelmezve van egy xy korili nyit intervallumban és differencialhato -
ban, g pedig értelmezve van egy f(z() koriili nylt intervallumban és differencidlhatd
f(xp)-ban, akkor az f o g Osszetett fiiggvény differencidlhaté az xy pontban, és

(f ©9)'(z0) = f'(9(x0)) - g'(z0).

Ez az un. ”lancszabaly”, mely tobbszorosen osszetett fiiggvényekre roviden igy
irhaté szimbolikusan:

(fogoho---ok) =f(goho---0k)-g'(ho---0k)-W(..0ok) -k
Példaul, legyen F(r) = In(1 + sin*(5z + 7)). ha f(z) = Inx, g(x) = 1 + ,
h(z) =sinz, k(z) = 2% I(z) = 52+ 7, akkor F = fogokohol, és
1

F’ = -2 -8in(d 7) - 5) 7) - 5.
(@) = T sle g 7y 2 S+ 7)- cos(5a +7)

Inverz fuggvény differencialasa

Ha f folytonos egy xy koriili nyilt intervallumban, kolcsonosen egyértelmi és
differencidlhaté xg-ban, tovdbba f'(xg) # 0, akkor f~! inverze differencidlhaté

yo = f(zo)-ban, és

1
S () = :
U = )
Megjegyezziik, hogy ha f folytonos egy intervallumon, és kolcsonosen egyértelmi,
akkor szigorian monoton.

m™ T

Példaul, legyen f(r) = sinz a ] — 7, 5[ intervallumon. Ekkor f szigortan
novekvo, és a derivéltja sehol nem 0, igy inverze a | — 1,1[ intervallumon dif-
ferencialhatd, és minden | — 7, Z[-beli = esetén

(sin™!) (sinz) = !

_ T

2

cosx

Ha y = sin z, akkor cosx = /1 — 92, tehat az el6bbi egyenl6ség igy is irhato:

) 1
1
sin™) (y) = ——,
minden | — 1, 1[-beli y esetén. A sin™! fiiggvényt, mely a | — 1, 1] intervallumon

van értelmezve, arcsin fiiggvénynek nevezziik. Tehat az arcsin fiiggvény differ-

encialhato, és
1

Vi

arcsin’(z) =
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A felsorolt differencialasi szabdlyok, valamint az oOsszetett fiiggvény és az in-

verz fiiggvény differencialasi szabalya segitségével elvileg barmely olyan képlettel
leirhaté fliggvény derivaltja kiszamithatd, ami az elemi fliggvényekbdl (hatvany-
fiiggvények, exponencialis fiiggvények, logaritmusfiiggvények, trigonometrikus fiigg-
vények) algebrai méveletek, valamint Osszetett fliggvények és inverz fliggvények
képzése segitségével irhatd le. Ehhez csupan az elemei fiiggvények differencialéasi
szabalyait kell ismerniink, amelyek barmely bevezeto kalkulussal foglalkozé jegyzet-
ben, illetve konyvben megtaldlhatok. A teljesség kedvéért itt Osszefoglaljuk ezeket
a szabalyokat.

Az elemi fliiggvények derivaltjai

i)

ii)

Az exponencidlis fliggvények Az exponenciilis fliggvények az f(x) = a”
alakui fiiggvények, ahol @ > 0 és a # 1. Mivel a” = exp(x1na), ezért elészor
az f(x) = expx derivaltjat szamitjuk ki. Itt fel fogjuk hasznalni a kévetkezd

alapveto hatarértéket:
expr — 1

lim =1.
r—0 €x
Ezek utan a kovetkezo modon szamolhatunk:
h) — h—1
(exp)/(x) _ hm QXP(CU + ) epr — expx . hm & — eXp x,
h—0 h h—0
hiszen
. exph—1
lim ——— = 1.
h—0 h

Tehat az e alapu exponencidlis fiiggvény derivaltja onmaga. Részben ez ma-
gyarazza az e alapu exponencialis fiiggvény, illetve az e alapi, ”természetes
logaritmus” kitiintetett szerepét a matematikaban és alkalmazasaiban.

Ebbdl mar barmilyen alapti exponencidlis fiiggvény derivaltjat megkapjuk:

%(ax) = %(exp(az Ina) = Ina(exp(zlna) = a* Ina.

Az exponencialis figgvényekkel szoros kapcsolatban allnak

A hiperbolikus fiiggvények: a koszinusz hiperbolikus fiigguény és a szinusz
hiperbolikus figgvény:

exp x + exp(—x) Ginh g — SXPT— exp(—1)
2 ’ B 2 ’

melyek derivaltjai az eddigiek alapjan

coshx =

(cosh)'(z) = sinh z (sinh)'(z) = cosh ,

13



valamint a tangens hiperbolikus fuiggvény és a kotangens hiperbolikus fugguény:

sinh x cosh x
tanhx = , cothx = — ,
cosh x sinh x
melyek derivaltjai
1 1
tanh)'(z) = , coth) (z) = — .
( ) ( ) cosh? ( ) ( ) sinh? x

iii) A logaritmusfiiggvények A logaritmusfiiggvények derivaltjait az inverz fliggvény
differencialasi szabalya alapjan kapjuk. Tekintsiik el6szor az In fggvényt:

(n)(s) = —a = 1

(exp)(Inz) explnx

=
Tetszoleges alapra attérve hasznaljuk fel, hogy log, x = E—Z, ezért
1

e

nae/  Ina z zlna

iv) A hatvanyfiiggvények A hatvanyfiiggvényeket egységesen a pozitiv valos
szamokon tekintjiik — amelyek kiterjeszthetok bévebb intervallumokra, azoknél
egyszerien ellenedrizhetd, hogy a differencidlasi szabaly érvényben marad-e.
Legyen tehat a # 0 valés szam és f(r) = x% ha x > 0. Ekkor f(x) =
exp(a - Inx), és

%(Sﬁa) _ 4 exp(a-Inx) = % cexp(a-Inzx) =

dx

2% =q -2 h

SHES

v) A trigonometrikus fiiggvények Ebben a szakaszban fel fogjuk hasznélni a
kovetkezo alapveto hatarértékeket:
1 —cosx , sinx

lim — =0, és lim =1.
z—0 X =0 T

A trigonometrikus fiiggvények derivaltjainak kiszamitasat a koszinusz fiiggvénnyel
kezdjiik:

, . cos(xr+h)—cosx .. cosxcosh—sinxsinh — cosz
(cos)'(z) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh )
cosz - lim ———— —sinx - lim = —sinz,
h—0 h h—0

az elobbi hatarérték relaciok alapjan.

Hasonldan,

o . sin(x +h) —sinz . sinzcosh+ coszsinh —sinx
(sin)'(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h

14



vi)

. ~cosh—1 _sinh
sinx - lim ———— = cosx - lim
h—0 h h—0

= COST.

A tangens és kotangens fliggvények esetében a hanyados differencialasi szabalyat
alkalmazzuk:

(tan) () = (sin)'(x) - cos ;UOS—Q Zinx - (cos)(x) _ Cosl2 -~
(cot (z) = (cos)'(z) - sin :SUm—Z ;osa: - (sin)’(z) _ _Slex.

A trigonometrikus fiiggvények inverzei A trigonometrikus fiiggvények pe-
riodicitasa miatt ezek csak bizonyos intervallumokon invertalhatok. A szokasos
intervallumok a kovetkezdk: a sin fiiggvény a [—7, 7] intervallumon, a cos
fliggvény a [0, 7] intervallumon, a tan fiiggvény a | — 7, 7| intervallumon, és
a cot fliggvény a |0, 7[ intervallumon. FEzeken az intervallumokon képezve az
inverz fuiggvényeket, kapjuk a kovetkez6 inverz fliggvényeket: az arkusz szi-
nusz fiigguény (sin)~! = arcsin a [—1,1] intervallumon, derivéltja a | — 1,1]

intervallumon 1étezik:
1 1

(arcsin)'(sin z) = (sin)/(sin x) - cos(sinx)’

amit a sinz helyett z-et irva

(arcsin)’(z) = Niww
1
V1—a?

alakban irhatunk. Hasonléan kapjuk az arkusz koszinusz figgvényt a [—1,1]

(arcsin)’(z) =

intervallumon, melynek derivaltja a | — 1, 1] intervallumon létezik:

1
V1— a2

Az arctan arkusz tangens fiiggvény derivaltja mindeniitt értelmezve van:

B 1
1422

(arccos) (z) = —

(arctan)’(x)

s hasonléan az arccot arkusz kotangens fiiggvény:

1

(arCCOt)/(ﬂf) = —m .

15



vii) A hiperbolikus fiiggvények inverzei A hiperbolikus fiiggvények esetében
is tgyelniink kell arra, hogy az inverz nem létezik mindentitt. A Kkoszinusz
hiperbolikus fiiggvény a nemnegativ félegyenesen szigorian né, ott az inverze
az arch area koszinusz hiperbolikus fiigguény, mely az [1,+o0o| intervallumon
van értelmezve, az |1, +oo[ intervallumon differencialhatd, és derivaltja

/
(arch)’(z) = =
A szinusz hiperbolikus fiiggvény szigorian nd, az inverze az arsh area szinusz
hiperbolikus figguény, mely mindeniitt értelmezve van, differencialhato, és de-
rivaltja

1
241
A tangens hiperbolikusz fiiggvény szigorian névekve, inverze az arth area tan-
gens hiperbolikusz fiiggvény, mely mindentitt értelmezve van, x # +1 esetén
differencialhato és derivaltja:

(arsh)’(z) =

B 1
1= a2

(arth)’(x)

A kotangens hiperbolikusz fiiggvény inverze, az arcth area kotangens hiper-
bolikusz fiiggvény, mely |x| > 1 esetén értelmezve van, differencidlhato és de-
rivaltja:

(arcth)'(z) = 1 _:lxz'

A hiperbolikus fliggvények inverzei kifejezhetok a logaritmusfiiggvénnyel:

archz = In(x + /22 — 1)

arshz = In(x + /22 4+ 1)

1. 1+=x
thoe = =1
arth x 2n1_x
1
arctha::—lnx+1
2 x-—1
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Feladatok

1) Trjuk fel az f (z) = 2? figgvénynek az zy = 1 ponthoz tartozé differenciahdnyados-
fliggvényét!

Megoldas
flx) = f(xo)  2°—1

T = =1z + 1.
T — X r—1

2) Szamoljuk ki az f(z) = \/x fiiggvény xy = 4 pontbeli differencédlhdanyadosét!
Megoldas

Az xy = 4 ponthoz tartozé differenciahdnyados-fiiggvény:

f(l')—f(l‘o) V-2 1
T — I r—4  Jr+2

Ennek hatarértéke az xy = 4 pontban:

X —

1 1
/ —_—
*fu)_igi¢_+2 4

3) Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) = x — 2? figgvény derivéltja?

Megoldas

El6szor kiszamitjuk a derivaltat:

T — 1 — xo + 2

f(wo) = =l-z—x

r — Xy
ebb 61

f(wg) =lim 1 —2—29=1—2x.
T—T0

Tehat az 1 — 229 = 0 egyenletet kell zp-ra megoldanunk: zo = 1. A derivalt

figgvény csak az xy = % pontban veszi fel a nulla értéket. 3
4) [rjuk fel az f (x) = 2? fiiggvény grafikonjanak érint6jét az xy = 3 helyen.
Megoldas
Az érint6 egyenlete altalaban:
y = f'(z0)(x — m0) + f(),

s f'(xg) értékekre van sziikség az érintd felirdsahoz. Esetiinkben
() = 2z, f'(x0) = 6, tehat az érint6 egyenlete

tehdat az g, f(x

0) €
55’0—3 f(l'()):9
y=06(x—3)+9=06x—09.
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5) [rjuk fel az f (z) = 22 — 22 — 2 fiiggvény érintbjének egyenletét az xg = 2 helyen.

Megoldas

Az eléz6 feladat mintdjara: xg = 2, f(xg) = =2, f'(z) = 22 — 2, f'(z) = 2,
tehat az érinto egyenlete

y=2(r—2)—2=22x—-6

6) Irjuk fel az f (x) = /x fiiggvény m = 2 meredekségii érint&jének egyenletét.

Megoldas

Az xy, f(xg) és f'(xy) adatok kozil az zy hidnyzik, s anélkiil a masik kettét

se tudjuk kiszdmitani. Viszont az m = f'(xg), s ebbdl xy kiszdmithaté. Mivel
L

f(x) = Vz = a2, ezért f'(z) = ST = ﬁ, tehat m = 2 = ﬁ, amibél x =

16
adodik. Mésszéval zg = 1=, f(z0) = 1, f'(z0) = 2, igy a keresett érintd egyenlete
1 1 1
— o — —) 4 =2+ -
y=2(x 1 6) ty=2+g
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7) Irjuk fel az f(z) = 1 fiiggvénynek az y = 4z — 9 egyenesre merdleges érint8jének
egyenletét.
Megoldas

Az xg, f(zg) és f'(xy) adatok kozil smét az xy hidnyzik, de a mer6legességi
feltételbdl f'(zg) kiszamithaté. Ugyanis két egyenes akkor merdleges, ha mere-
dekségeik szorzata —1, igy f'(z¢) = —%. Ezutédn mar az eld z6 feladat mintajara
szamolhatunk: f(z) = = =z, tehdt f'(z) = —272 = —=%. EbbSl — = —,
azaz ro = +£2 addédik. Tehat két ilyen érinté van, az egyik az (2, %), a masik a
(-2, —%) pontban, egyenleteik:

1 1 1 1 1 1

y:—Z(x—Q)Jré:—Zerl, és y:_i(erQ)_é:_Zx_l'
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8)

frjuk fel az f(z) = 2? fiiggvénynek azt az érint6jét, amelyik dtmegy a P(—1, —3)
ponton.

Megoldas

Ismét az érintési pontot kell meghataroznunk. Az érinté egyenlete az (xq, f(xg))
pontban

y = f'(z0)(z — 20) + fl20) = 220(2 — 30) + 2]
hiszen f'(z) = 2x. Ez az egyenes akkor megy at az adott ponton, ha r = —1
esetén y = —3:
—3 = 2wo(—1 — x¢) + 25 = —2x0 — T,
ami az x2 + 2r9 — 3 = 0 masodfoki egyenletre vezet. Ennek gyokei 1 és —3,

tehat a két lehetséges érintési pont (1,1) és (—3,9). Ennek megfeleléen a két
lehetséges érinto:

y=2x—-1)+1=2x—-1, illetve y=—-6(x+3)+9=—6x—09.

-zof

-anf

—a0f

Hol metszi az f(x) = 2? — 8z + 19 fiiggvény zg = 5-beli érintbje az 2- tengelyt?

Megoldas

Az érint6 egyenletéhez sziikséges alapadatok: f'(z) =2z —8, xg =5, f(xy) = 4,
f(xg) = 2. Az érint6 egyenlete:

y=2x—5)+4=2r—6.

Az x-tengellyel val6 metszéspontben y = 0, tehat x — 6 = 0, ezért z = 3.
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=
10) Hol metszi az f(x) = vx + 3 fliggvény zy = —2-beli érintdje az x- tengelyt és
az y-tengelyt?
Megoldas
1

Az érinté egyenletéhez sziikséges alapadatok: f'(z) = 5 —, To = —2, flxg) =1,

f'(z0) = 5. Az érinté egyenlete:

1( +2)+1 ! + 2
= —(x = - .
=3 2

Az z-tengellyel valé metszéspontban y = %a: +2 =0, tehdt x = —4, az y-
tengellyel valé metszéspontban pedig x = 0, tehat y = 2.

Feladatok
Szamitsuk ki a kovetkezo6 fliggvények derivaltjat!

1) f(z) =sine* —x
Megoldés f'(r) = cos /e — x - Q\e/ﬂ%
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2) f(z) = (1-3z)°

Megoldas f'(z) = —9(1 — 3z).
3) f(z) = Va2 —2x

Megoldas f'(x) = -4
1) f(z) = cos(z — sin z)

Megoldas f'(z) = —sin(z —sinx) - (1 — cosz).

5) f(x) = cos(x — sinx)

Megoldas f'(z) = —sin(x —sinz) - (1 — cos z).

6) f(z)=In(1—2)
Megoldas f'(z) = —%.
) @) = e

Megoldas f/(z) = L2t

(erx—a?)
8) f(o) = 7t
Megoldas f'(z) = <120t

(e*x—2x?)

9) f(x) = (2% + 32%)3 Milyen x-re lesz f'(x) = 07

Megoldas f'(z) = 3 (62? + 6z) (22° + 3x2)2.
akkor 0, ha z = —1,0 vagy —%.

10) f(z) = %5 Milyen z-re lesz f'(x) = 07

Ez a kifejezés akkor és csak

Megoldas f'(z) = _2e _1>. Ez a kifejezés akkor és csak akkor 0, ha x = £1.

(2241)°
11) Mi az f(x) = cos? x? fiiggvény derivaltja?
Megoldas f'(z) = —4xsin (2?) cos (2?).
12) Mi az f(x) = eV 1 fijgovény derivéltja?

Megoldas f'(z) = x\e/%l.
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Magasabbrendii derivaltak Ha egy nyilt intervallumon differencialhato fggvény
derivaltja az intervallum egy pontjaban differencidlhaté, akkor azt mondjuk, hogy
az illet6 pontban a fliggvény kétszer differencialhato, a derivalt fiiggvénynek az
adott pontban vett derivaltjat pedig az eredeti fiiggvény mdsodik differencidlhd-
nyadosdnak, vagy mdsodik derivdltjanak nevezzik. Jele: f"(x). Ezt a gondo-
latmenetet folytatva jutunk el az n-szer differencidlhato fiiggvény és az n-edik diffe-

rencidlhdnyados, illetve n-edik derivdlt fogalmahoz. A magasabbrendl derivaltakat
1 f7 " majd pedig @), f@ £ médon jeldljiik.

Feladatok
Szamitsuk ki a megadott derivaltakat!

1) f(x) =xe ™. f"(x)="
Megoldas f"(z) = e *(x — 2).
2) fx) = (¢ + DVad. f'(x) ="

Megoldas f"(z) = 71765';2 =2

A L’Hospital-szabaly A L’Hospital-szabaly els6sorban un. % alakd hatarértékek
kiszamitasara hasznalhaté. Egy lehetséges megfogalmazas a kovetkezo:

Legyenek az f,qg fliiggvények az xy egy kornyezetében differencialhaték. Ha
lim, ., f(z) = lim,,, g(x) = 0 és létezik a

~
—
=

(esetleg +00) hatarérték, akkor a lim,_,, = is létezik, és

g(z
lim @ — lim f(z)
w=wo g(x) oo g'(x)

Az 4llitds xyp = Foo esetén is érvényes, valamint = alaku hatarértékekre is, sdt,
egyoldali hatarértékekre is miikodik. Az adott kifejezés algebrai atalakitasaval
tovabbi un. hatarozatlan alakd hatarértékek esetében is hasznalhatd, mint pl.
0- 00, 0o £ 00, 1, stb.

sinx
T

Példaul, tekintsik a lim,_, hatarértéket. Erre teljestilnek a fenti feltételek,

ezért )
. sinz . COST
lim = lim =1.
x—0 2 x—0 1
Egy masik fontos alkalmazas:
1 —-cosx . sinzx
lim ——— = lim =
r—0 X x—0 1



Végiil
et —1 e
lim =

x—0 s z—0 1

Feladatok Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!

1 ) hmx—H—oo %

Megoldas A hatarérték =2 alaki, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

lim ﬁ = lim lim @ = 400.
z—+oo In T T—+00 2\/_ r—+oo 2

eQw

Megoldas A hatdrérték =2 alakd, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:
6295 262:1: 2z

lim — = lim = lim —
T—r+00 332 T—+o00 20 T—+00 T

Ez ismét == alaku, ismét alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

e?x . 62m . 2€2x
lim — = lim — = lim = 400.
r——+00 352 r——+o0 I r—+oo 1

3
: T
3) limg 400 P

Megoldas A hatdrértek 2> alaku, tobbszor alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

3 2
x , 3T . 6x ) ) _
lim = lim = lim = lim — = lim 6e * =0.
r——+o0o T2 4 e* r—+o00 20 + ev r—+o00 2 + e7 x—+o00 e¥ T——+00

e’—1

4) hmx_)O sin x

Megoldas A hatarérték % alakl, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

et —1 ) e’

lim = lim

= 1.
=0 Sinx =0 COS T

5) lll’nx_m %
Megoldas A hatarérték 8 alakl, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

re”

lim = = )
r—0 1 — e2% 0 —22e2% 2150 e* 2

24



sin® x
1—cos 3x

Megoldas A hatarérték 8 alakl, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

sin? x . 2slnxcosx ) sin 2x

llm —— = lim ——— = lim — )
=01 —cos3xr 2—0 3sin3x r—0 38in 3z

[smét 8 alaku kifejezést kaptunk, djra differencialunk:

sin? x ) sin 2x . 2cos2x 2

im —— = lim = lim = —.
2—01 —cos3xz  2-03sin3xr -0 9cos 3z 9

7) lim, o —Z;?if
Megoldas A hatarérték % alakl, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

Tr —tanx _ 1_cos2 cos?x — 1 o cosx+1

lim ———— = lim ——% = lim — = lim ——— =2,
z=0 sing —x  2-0cosw —1 z-0cos?xz(cosx —1) 220 cos’z

In(1+%)

8) 11m$_>_|_oo Sln(;

Megoldas A hatarérték % alaku, alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:

lim —hl(l + i) = lim (1+ i)il(_;‘%) S
a5+00 sin(%) T—+00 cos%-(—i) 3

2

9) limy_, oo xE™ 2

Megoldas A hatdrérték oo - 0 alaki, de atirhatjuk == alakuva:

) _ X . 1
lim ze ** = lim — = lim
x—+00 z—+00 27 z—+o0 2 - 27

= 0.

10) lim, o, tanx - Inx

Megoldas: A hatérérték 0 - oo alaki, de 2 alakra hozhato:

Inx . —¢in?g , ) sin x

lim tanz - Inz = lim = lim —— = — lim sinz -
z—0+ =0+ cotx =0+ T r—0+ T

= 0.

Inz x
) hmx—H—oo 2

Megoldas: A hatdrérték == alaku:

Inx ) 1 1
lim — = lim = lim — =0.
z—+oo 2 r—too T - 2 a——+oo 22
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12) T, o0 2

Megoldas: A hatédrért¢k = alaku:

. 3 i 32 _ 6x ) 6
lim — = lim = lim = lim = 0.
T——400 621‘ T—+00 262”3 T—400 4€2x T——+00 86233

Megoldas: A hatdrérték == alaku:

T xT

. e“"—l_l, e oy et
i = gy = i = e
14) lim,_,o =522
Megoldas: A hatarérték 8 alaku:
. 1 —cosx . sinx . cosx 1
lim — = lim = lim = —.
z—0 T =0 21 z—0 2 2
15) lim,0 55
Megoldas: A hatarérték 8 alaku:
1 _ —2x 2 —2x _4 —2r
lim — ¢ —lim = lim —— = 2.
=0 22 + 32 z—=02x +3 20 2
. In(5z—4
16) lim,, 1n(372x;
Megoldas: A hatarérték % alaku:
1 —4 -2
i 207 —4) 5B —22) 5
z—1 111(3 — 2:6) r—1 —2(533 — 4) 2
17) lim, o 2277
Megoldas: A hatarérték oo - 0 alaku:
2 2 2
lim 22" = lim g lim 2 lim — =0.
T—400 r—+oo ¥ r—+oo et rx——+o0 et

18) lim, o0 @ - sin (Z)
Megoldas: A hatéarérték oo - 0 alaku:
sin (1)

. . ™ ) .
lim x - sin (—) = lim = lim
TrT—+00 €T T—+00
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