
MATEMATIKA I.

Differenciálszámı́tás

Legyen f :]a, b[→ R egy valós függvény, x0 pedig az ]a, b[ intervallum tetszőleges
pontja. Az

x 7→ f(x)− f(x0)

x− x0

függvény értelmezve van az ]a, b[ intervallum minden x0-tól különböző pontjában.
Ezt a függvényt az f függvény x0 pontbeli differenciahányados függvényének nevezzük.
Geometriailag a differenciahányados függvény x pontbeli értéke az f függvény
görbéjén fekvő (x0, f(x0)) és (x, f(x)) pontokon áthaladó egyenesnek, az un. szelőnek
az iránytangense.

Ha az f függvény x0 pontbeli differenciahányados függvényének az x0 pontban
létezik a véges határértéke, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény az x0 pontban
differenciálható, a határértéket pedig az f függvény x0 pontbeli differenciálhánya-
dosának nevezzük. Jele: f ′(x0). Másszóval:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

feltéve, hogy a határérték véges. Ha a határérték nem létezik, vagy ±∞, akkor
az f függvény nem differenciálható x0-ban. Ha az x0 pontbeli differenciahányados
függvénynek az x0 pontban létezik a véges bal-, illetve jobboldali határértéke, akkor
azt mondjuk, hogy az f függvény az x0 pontban balról, illetve jobbröl differen-
ciálható, a megfelelő egyoldali határértéket pedig az f fg̈gvény x0 pontbeli baloldali,
illetve jobboldali differenciálhányadosának nevezzük.

Könnyű látni, hogy ha f ′(x0) létezik, akkor a következőképpen is ı́rható:

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Mivel ebben a kifejezésben a nevező határértéke 0, a hányados határértéke csak
akkor lehet véges, ha a számláló határértéke is 0. Másszóval, ha egy függvény egy
pontban differenciálható, akkor abban a pontban szükségképpen folytonos.

Ha x0-ban létezik az f függvény differenciálhányadosa, akkor a

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0)

egyenes nyilván áthalad az f függvény görbéjének (x0, f(x0)) pontján. Ezt az
egyenest az f függvény x0 pontbeli érintőjének nevezzük. Megjegyezzük, hogy
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amennyiben az egyoldali deriváltak valamelyike – esetleg mindkettő – létezik, akkor
a fenti egyenletben az f ′(x0)-t a megfelelő egyoldali deriválttal helyetteśıtve az
egyoldali félérintő fogalmát kapjuk.

Ha egy függvény az érelmezési tartományának minden pontjában differenciálható,
akkor differencálható függvénynek nevezzük. Ha az f függvény egy intervallu-
mon differenciálható, akkor ezen az intervallumon az x 7→ f ′(x) hozzárendeléssel
értelmezett függvényt az f függvény deriváltfüggvényének, deriváltjának, illetve dif-
ferenciálhányados függvényének nevezzük, jele f ′. Tehát az f függvény x pontbeli
deriváltjának f ′(x) módon jelölt függvényértéke éppen az f függvény x pontbeli dif-
ferenciálhányadosa. Megjegyezzük, hogy – némileg ”pongyola” módon – az f ′(x0)
differenciálhányadost is szokás ”x0-beli deriváltnak” nevezni. Ezt a ”rossz szokást”
időnként mi is gyakorolni fogjuk. Nyilvńvaló, hogy ha két függvény egy nýılt in-
tervallumon megegyezik, akkor azon az intervallumon egyszerre differenciálhatók,
illetve nem differenciálhatók, s ha igen, akkor a deriváltjaik megegyeznek. Ezt úgy
is kifejezhetjük, hogy a differenciálhatóság pontbeli tulajdonság.

Feladatok
Számı́tsuk ki defińıció alapján a következő függvények deriváltját, valamint ad-

juk meg a függvénynek, illetve deriváltjának értelmezési tartományát!

i) f(x) = 12 + 7x

Megoldás A függvény minden valós x pontban értelmezve van. Az x0 pontban
differenciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

(12 + 7x)− (12 + 7x0)

x− x0
= lim

x→x0

7x− 7x0
x− x0

= lim
x→x0

7(x− x0)

x− x0
= 7,

tehát a függvény minden x0 pontban differenciálható, és deriváltja f ′(x0) = 7.
Másszóval, az f ′ derivált minden valós x pontban értelmezve van, és f ′(x) = 7,
minden x-re.

ii) f(x) = 1− 3x2

Megoldás A függvény minden valós x pontban értelmezve van. Az x0 pontban
differenciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

(1− 3x2)− (1− 3x20)

x− x0
= lim

x→x0

−3(x2 − x20)

x− x0
= lim

x→x0

−3(x− x0)(x+ x0)

x− x0
=

lim
x→x0

−3(x+ x0) = −6x0,

tehát a függvény minden x0 pontban differenciálható, és deriváltja
f ′(x0) = −6x0. Másszóval, az f ′ derivált minden valós x pontban értelmezve
van, és f ′(x) = −6x, minden x-re.

2



iii) f(x) = 5x2 + 3x− 2

Megoldás A függvény minden valós x pontban értelmezve van. Az x0 pontban
differenciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

(5x2 + 3x− 2)− (5x20 + 3x0 − 2)

x− x0
= lim

x→x0

5(x2 − x20) + 3(x− x0)

x− x0
=

lim
x→x0

5(x− x0)(x+ x0) + 3(x− x0)

x− x0
= lim

x→x0

5(x+ x0) + 3 = 10x0 + 3,

tehát a függvény minden x0 pontban differenciálható, és deriváltja
f ′(x0) = 10x0+3. Másszóval, az f ′ derivált minden valós x pontban értelmezve
van, és f ′(x) = 10x+ 3, minden x-re.

iv) f(x) = x3 − 3x+ 5

Megoldás A függvény minden valós x pontban értelmezve van. Az x0 pontban
differenciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

(x3 − 3x+ 5)− (x30 − 3x0 + 5)

x− x0
= lim

x→x0

(x3 − x30)− 3(x− x0)

x− x0
=

lim
x→x0

(x− x0)(x
2 + xx0 + x20)− 3(x− x0)

x− x0
= lim

x→x0

x2 + xx0 + x20 − 3 = 3x20 − 3,

tehát a függvény minden x0 pontban differenciálható, és deriváltja
f ′(x0) = 3x20−3. Másszóval, az f ′ derivált minden valós x pontban értelmezve
van, és f ′(x) = 3x2 − 3, minden x-re.

v) f(x) = x+
√
x

Megoldás A függvény minden nem negat́ıv valós x pontban értelmezve van. A
0 pontban természetesen csak jobboldali differenciálhatóságról lehet szó, de ez
számı́tásainkat nem befolyásolja. Az x0 > 0 pontban differenciahányadosának
határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

x+
√
x− x0 −

√
x0

x− x0
= lim

x→x0

(x− x0) + (
√
x−√

x0)

x− x0
=

lim
x→x0

(
√
x−√

x0)(
√
x+

√
x0) + (

√
x−√

x0)

(
√
x−√

x0)(
√
x+

√
x0)

= lim
x→x0

(
√
x+

√
x0) + 1

(
√
x+

√
x0)

= 1+
1

2
x
− 1

2
0 ,

tehát a függvény minden x0 > 0 pontban differenciálható, és deriváltja

f ′(x0) = 1 + 1
2x

− 1
2

0 . Másszóval, az f ′ derivált minden valós x > 0 pontban

értelmezve van, és f ′(x) = 1 + 1
2x

− 1
2 ,, minden x > 0-ra. Az x0 = 0 pontban a

fenti differenciahányados határértéke:

lim
x→0+

√
x+ 1√
x

= lim
x→0+

1 +
1√
x
= +∞,
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tehát a függvénynek az x0 = 0 pontban nem létezik jobboldali differenciálhá-
nyadosa.

vi) f(x) =
√
1 + 2x

Megoldás A függvény értelmezve van, ha x ≥ −1
2 . Az x0 > −1

2 pontban
differenciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

√
1 + 2x−

√
1 + 2x0

x− x0
= lim

x→x0

2(x− x0)

(x− x0)(
√
1 + 2x+

√
1 + 2x0)

=

lim
x→x0

2√
1 + 2x+

√
1 + 2x0

=
1√

1 + 2x0

tehát a függvény minden x0 > −1
2 pontban differenciálható, és deriváltja

f ′(x0) = (1 + 2x0)
− 1

2 . Másszóval, az f ′ derivált minden valós x > −1
2 pontban

értelmezve van, és f ′(x) = (1+2x)−
1
2 , minden x > −1

2-re. Másrészt, az x0 = −1
2

pontban

lim
x→−− 1

2+

2√
1 + 2x

= +∞

tehát a függvénynek az x0 = −− 1
2 pontban nem létezik jobboldali differenci-

álhányadosa.

vii) f(x) = 3+x
1−3x

Megoldás A függvény értelmezve van, ha x ̸= 1
3 . Az x0 ̸=

1
3 pontban differen-

ciahányadosának határértékét vizsgáljuk:

lim
x→x0

3+x
1−3x −

3+x
1−3x0

x− x0
= lim

x→x0

10

9xx0 − 3x− 3x0 + 1
=

10

(3x0 − 1)2
,

tehát a függvény minden x0 ̸= 1
3 pontban differenciálható, és deriváltja

f ′(x0) = 10
(3x0−1)2 . Másszóval, az f ′ derivált minden valós x ̸= 1

3 pontban

értelmezve van, és f ′(x) = 10
(3x0−1)2 , minden x ̸= 1

3-ra. Másrészt, az x = 1
3

pontban a bal- és jobboldali differenciálhányadosok +∞-nel egyenlők.

viii) G(t) = 4t
t+1

Megoldás A fentiek mintájára azt kapjuk, hogy

G′(t) =
1

1 + t2

ha t ̸= −1.

ix) g(x) = 1
x2
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Megoldás A fentiek mintájára azt kapjuk, hogy

g′(x) = − 2

x3

ha x ̸= 0.

x) f(x) = x4

Megoldás A fentiek mintájára azt kapjuk, hogy

f ′(x) = 4x3

minden valós x-re.

Írjuk fel az adott görbék adott pontbeli érintőjének egy egyenletét:

i) Az f(x) = x2 − 8x+ 9 parabola, P (3,−6)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 2x − 8, f ′(x0) = −2, f(x0) = 32 − 8 · 3 + 9 = −6, ezért
az érintő egyenlete az adott pontban:

y = −2(x− 3)− 6.

ii) Az f(x) = 3x2 − 5x parabola, P (2, 2)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 6x − 5, f ′(x0) = 7, f(x0) = 2, ezért az érintő egyenlete
az adott pontban:

y = 7(x− 2) + 2.
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iii) Az f(x) = 1− x3 harmadfokú parabola, P (0, 1)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = −3x2, f ′(x0) = 0, f(x0) = 1, ezért az érintő egyenlete az
adott pontban:

y = 1.

iv) Az f(x) = x3 − 5x+ 1 harmadfokú parabola, P (1,−3) .

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 3x2 − 5x + 1, f ′(x0) = −1, f(x0) = 1, ezért az érintő
egyenlete az adott pontban:

y = −(x− 1)− 3.
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v) Az f(x) = 4 sin2 x, P (π6 , 1)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 4 sin 2x, f ′(x0) = 2
√
3, f(x0) = 1, ezért az érintő egyen-

lete az adott pontban:

y = 2
√
3(x− π

6
) + 1.

vi) Az f(x) = x2−1
x2+1 , P (0,−1),

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 4x
(1+x2)2 , f

′(x0) = 0, f(x0) = −1, ezért az érintő egyenlete
az adott pontban:

y = −1
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vii) Az f(x) =
√
1 + 4 sin x, P (0, 1)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 2 cos(x)√
4 sin(x)+1

, f ′(x0) = 2, f(x0) = 1, ezért az érintő egyenlete

az adott pontban:
y = 2x+ 1

viii) Az f(x) = x
√
5− x, P (1, 2)

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 10−3x
2
√
5−x

, f ′(x0) =
7
4 , f(x0) = 2, ezért az érintő egyenlete az

adott pontban:

y =
7

4
(x− 1) + 2
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ix) Az f(x) = x/(1 + 2x) függvény görbéje, P (−1
4 ,−

1
2).

Megoldás Az (x0, f(x0)) ponton átmenő érintő egyenlete

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben: f ′(x) = 1
(1+2x)2 , f

′(x0) = 4, f(x0) = −1
2 , ezért az érintő egyenlete

az adott pontban:

y = 4x+
1

2

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az f(x) = |x| függvény az x0 = 0 pontban nem differen-
ciálható, baloldali deriváltja −1, jobboldali deriváltja +1.

Megoldás Kiszámı́tjuk az x0 = 0 pontban a differenciahányados függvény
baloldali és jobboldali határértékét:

lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0−

−x

x
= −1, lim

x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1,

tehát a baloldali derivált −1, a jobboldali derivált pedig +1.
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2. Mutassuk meg, hogy az f(x) = x|x| függvény differenciálható, és számı́tsuk ki
a deriváltját.

Megoldás Az x < 0 és x > 0 nýılt intervallumokon a függvény megegyezik
a −x2, ill. x2 függvényekkel, ı́gy ezeken az intervallumokon differencálható,
és deriváltja −2x, illetve 2x. Most kiszámı́tjuk az x0 = 0 pontban a differen-
ciahányados függvény baloldali és jobboldali határértékét:

lim
x→0−

x|x|
x

= lim
x→0−

−x = 0, lim
x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x = 0,

tehát a baloldali és jobboldali deriváltak megegyeznek, ı́gy a fg̈gvény 0-ban is
differenciálható, és ott a deriváltja 0. Ezek szerint (x|x|)′ = 2|x|.

3. Legyen f(x) = 0, ha x racionális szám, és f(x) = 1, ha x irracionális szám.
Vizsgáljuk meg, hogy f differenciálható-e x0 = 0-ban.

Megoldás Ha xn racionális számokból álló nullsorozat, akkor f(xn) = 0, ı́gy
limn→∞ f(xn) = 0. Ha viszont xn irracionális számokból álló nullsorozat, akkor
f(xn) = 1, ı́gy limn→∞ f(xn) = 1. Ezért f -nek nincs határértéke 0-ban, ott
tehát nem is folytonos, tehát nem is differenciálható.

4. Legyen f(x) = 0, ha x racionális szám, és f(x) = x, ha x irracionális szám.
Vizsgáljuk meg, hogy f differenciálható-e x0 = 0-ban.

Megoldás Először vizsgáljuk meg, hogy folytonos-e f a 0-ban. Legyen ε > 0
adott. Ha |x| < ε, akkor x akár racionális szám, akár irracionális szám, min-
denképpen |f(x)−0| ≤ |x| < ε, tehát δ = ε választással teljesül a folytonosság
defińıciójában megkövetelt tulajdonság, ı́gy f folytonos az x0 = 0 pontban.
Egyébként könnyű látni, hogy semmilyen más pontban nem folytonos, sőt, a
határértéke se létezik más pontokban.
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Így nem alkalmazhatjuk az előző feladatban alkalmazott gondolatmenetet,
hiszen a folytonosság egy adott pontban csak szükséges, de nem elegendő
feltétele a differenciálhatóságnak. Meg kell vizsgálnunk a differenciahányados
határértékét a 0 pontban: ha xn racionális számokból álló nullsorozat, akkor
f(xn) = 0, ezért

lim
n→∞

f(xn)

xn
= 0.

Ha viszont xn irracionális számokból álló nullsorozat, akkor f(xn) = xn, ezért

lim
n→∞

f(xn)

xn
= 1.

Tehát a differenciahányados határértéke nem létezik, a függvény, bár folytonos,
de nem differenciálható 0-ban.

5. Legyen f(x) = 0, ha x racionális szám, és f(x) = x2, ha x irracionális szám.
Vizsgáljuk meg, hogy f differenciálható-e x0 = 0-ban.

Megoldás A differenciahányados határértékét vizsgáljuk:

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
.

Azt álĺıtjuk, hogy ez a határérték 0. Legyen ε > 0. Meg kell mutatnunk, hogy
van olyan δ > 0, hogy ha 0 < |x| < δ, akkor |f(x)x | < ε, vagyis |f(x)| < |x|ε.
Mivel |f(x)| vagy 0, vagy x2, ezért a δ = ε választással, ha x racionális és
0 < |x| < δ = ε, akkor |f(x)| = 0, tehát |f(x)| < |x|ε, ha pedig x irracionális és
0 < |x| < δ = ε, akkor |f(x)| = |x|2 < |x|ε. Tehát a függvény differenciálható
a 0 pontban, és differenciálhányadosa 0.

Differenciálási szabályok

A differenciálhányados, illetve a derivált kiszámı́tása lényegében egy határérték
kiszámı́tását jelenti, ı́gy a határértékszámı́tással kapcsolatos műveleti szabályokat
alkalmazhatjuk. Itt röviden összefoglaljuk ezeket:

Ha f és g az x0 pont körüli nýılt intervallumban értelmezett függvények és x0-
ban differenciálhatók, akkor

1) f ′(x0) = 0, ha f az x0 körül egy nýılt intervallumban állandó,

2) (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)

3) (c · f)′(x0) = c · f ′(x0)

4) (f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0)

5)
(
f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)·g(x0)−f(x0)·g′(x0)
g(x0)2

, ha g(x0) ̸= 0.
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Összetett függvény differenciálása

Ha f értelmezve van egy x0 körüli nýlt intervallumban és differenciálható x0-
ban, g pedig értelmezve van egy f(x0) körüli nýlt intervallumban és differenciálható
f(x0)-ban, akkor az f ◦ g összetett függvény differenciálható az x0 pontban, és

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Ez az un. ”láncszabály”, mely többszörösen összetett függvényekre röviden ı́gy
ı́rható szimbolikusan:

(f ◦ g ◦ h ◦ · · · ◦ k)′ = f ′(g ◦ h ◦ · · · ◦ k) · g′(h ◦ · · · ◦ k) · h′(... ◦ k) · · · k′

Például, legyen F (x) = ln(1 + sin2(5x + 7)). ha f(x) = ln x, g(x) = 1 + x,
h(x) = sin x, k(x) = x2, l(x) = 5x+ 7, akkor F = f ◦ g ◦ k ◦ h ◦ l, és

F ′(x) =
1

ln(1 + sin2(5x+ 7))
· 2 · sin(5x+ 7) · cos(5x+ 7) · 5.

Inverz függvény differenciálása

Ha f folytonos egy x0 körüli nýılt intervallumban, kölcsönösen egyértelmű és
differenciálható x0-ban, továbbá f ′(x0) ̸= 0, akkor f−1 inverze differenciálható
y0 = f(x0)-ban, és

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Megjegyezzük, hogy ha f folytonos egy intervallumon, és kölcsönösen egyértelmű,
akkor szigorúan monoton.

Például, legyen f(x) = sin x a ] − π
2 ,

π
2 [ intervallumon. Ekkor f szigorúan

növekvő, és a deriváltja sehol nem 0, ı́gy inverze a ] − 1, 1[ intervallumon dif-
ferenciálható, és minden ]− π

2 ,
π
2 [-beli x esetén

(sin−1)
′
(sin x) =

1

cos x
.

Ha y = sinx, akkor cos x =
√

1− y2, tehát az előbbi egyenlőség ı́gy is ı́rható:

(sin−1)
′
(y) =

1√
1− y2

,

minden ] − 1, 1[-beli y esetén. A sin−1 függvényt, mely a ] − 1, 1[ intervallumon
van értelmezve, arcsin függvénynek nevezzük. Tehát az arcsin függvény differ-
enciálható, és

arcsin′(x) =
1√

1− x2
.
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A felsorolt differenciálási szabályok, valamint az összetett függvény és az in-
verz függvény differenciálási szabálya seǵıtségével elvileg bármely olyan képlettel
léırható függvény deriváltja kiszámı́tható, ami az elemi függvényekből (hatvány-
függvények, exponenciális függvények, logaritmusfüggvények, trigonometrikus függ-
vények) algebrai mőveletek, valamint összetett függvények és inverz függvények
képzése seǵıtségével ı́rható le. Ehhez csupán az elemei függvények differenciálási
szabályait kell ismernünk, amelyek bármely bevezető kalkulussal foglalkozó jegyzet-
ben, illetve könyvben megtalálhatók. A teljesség kedvéért itt összefoglaljuk ezeket
a szabályokat.

Az elemi függvények deriváltjai

i) Az exponenciális függvények Az exponenciális függvények az f(x) = ax

alakú függvények, ahol a > 0 és a ̸= 1. Mivel ax = exp(x ln a), ezért először
az f(x) = expx deriváltját számı́tjuk ki. Itt fel fogjuk használni a következő
alapvető határértéket:

lim
x→0

exp x− 1

x
= 1.

Ezek után a következő módon számolhatunk:

(exp)′(x) = lim
h→0

exp(x+ h)− expx

h
= expx · lim

h→0

exph− 1

h
= expx,

hiszen

lim
h→0

exph− 1

h
= 1.

Tehát az e alapú exponenciális függvény deriváltja önmaga. Részben ez ma-
gyarázza az e alapú exponenciális függvény, illetve az e alapú, ”természetes
logaritmus” kitüntetett szerepét a matematikában és alkalmazásaiban.

Ebből már bármilyen alapú exponenciális függvény deriváltját megkapjuk:

d

dx
(ax) =

d

dx
(exp(x ln a) = ln a(̇ exp(x ln a) = ax ln a.

Az exponenciális függvényekkel szoros kapcsolatban állnak

ii) A hiperbolikus függvények: a koszinusz hiperbolikus függvény és a szinusz
hiperbolikus függvény:

cosh x =
exp x+ exp(−x)

2
, sinh x =

exp x− exp(−x)

2
,

melyek deriváltjai az eddigiek alapján

(cosh)′(x) = sinhx (sinh)′(x) = cosh x,

13



valamint a tangens hiperbolikus függvény és a kotangens hiperbolikus függvény:

tanh x =
sinh x

cosh x
, coth x =

cosh x

sinh x
,

melyek deriváltjai

(tanh)′(x) =
1

cosh2 x
, (coth)′(x) = − 1

sinh2 x
.

iii) A logaritmusfüggvényekA logaritmusfüggvények deriváltjait az inverz függvény
differenciálási szabálya alapján kapjuk. Tekintsük először az ln fg̈gvényt:

(ln)′(x) =
1

(exp)′(ln x)
=

1

exp lnx
=

1

x
.

Tetszőleges alapra áttérve használjuk fel, hogy loga x = lnx
ln a , ezért

(loga)
′(x) =

d

dx

( ln x
ln a

)
=

1

ln a
· 1
x
=

1

x ln a
.

iv) A hatványfüggvények A hatványfüggvényeket egységesen a pozit́ıv valós
számokon tekintjük – amelyek kiterjeszthetők bővebb intervallumokra, azoknál
egyszerűen elleneőrizhető, hogy a differenciálási szabály érvényben marad-e.
Legyen tehát a ̸= 0 valós szám és f(x) = xa, ha x > 0. Ekkor f(x) =
exp(a · ln x), és

d

dx
(xa) =

d

dx
exp(a · ln x) = a

x
· exp(a · ln x) = a

x
· xa = a · xa−1.

v) A trigonometrikus függvények Ebben a szakaszban fel fogjuk használni a
következő alapvető határértékeket:

lim
x→0

1− cos x

x
= 0, és lim

x→0

sin x

x
= 1.

A trigonometrikus függvények deriváltjainak kiszámı́tását a koszinusz függvénnyel
kezdjük:

(cos)′(x) = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx

h
= lim

h→0

cos x cosh− sin x sinh− cosx

h
=

cos x · lim
h→0

cosh− 1

h
− sin x · lim

h→0

sinh

h
= − sin x,

az előbbi határérték relációk alapján.

Hasonlóan,

(sin)′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

sin x cosh+ cos x sinh− sinx

h
=

14



sin x · lim
h→0

cosh− 1

h
= cosx · lim

h→0

sinh

h
= cosx.

A tangens és kotangens függvények esetében a hányados differenciálási szabályát
alkalmazzuk:

(tan)′(x) =
(sin)′(x) · cos x− sinx · (cos)′(x)

cos2 x
=

1

cos2 x
,

(cot)′(x) =
(cos)′(x) · sin x− cos x · (sin)′(x)

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

vi) A trigonometrikus függvények inverzei A trigonometrikus függvények pe-
riodicitása miatt ezek csak bizonyos intervallumokon invertálhatók. A szokásos
intervallumok a következők: a sin függvény a [−π

2 ,
π
2 ] intervallumon, a cos

függvény a [0, π] intervallumon, a tan függvény a ] − π
2 ,

π
2 [ intervallumon, és

a cot függvény a ]0, π[ intervallumon. Ezeken az intervallumokon képezve az
inverz függvényeket, kapjuk a következő inverz függvényeket: az arkusz szi-
nusz függvény (sin)−1 = arcsin a [−1, 1] intervallumon, deriváltja a ] − 1, 1[
intervallumon létezik:

(arcsin)′(sin x) =
1

(sin)′(sin x)
=

1

cos(sin x)
,

amit a sinx helyett x-et ı́rva

(arcsin)′(x) =
1√

1− x2

(arcsin)′(x) =
1√

1− x2

alakban ı́rhatunk. Hasonlóan kapjuk az arkusz koszinusz függvényt a [−1, 1]
intervallumon, melynek deriváltja a ]− 1, 1[ intervallumon létezik:

(arccos)′(x) = − 1√
1− x2

.

Az arctan arkusz tangens függvény deriváltja mindenütt értelmezve van:

(arctan)′(x) =
1

1 + x2
,

s hasonlóan az arccot arkusz kotangens függvény:

(arccot)′(x) = − 1

1 + x2
.
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vii) A hiperbolikus függvények inverzei A hiperbolikus függvények esetében
is ügyelnünk kell arra, hogy az inverz nem létezik mindenütt. A koszinusz
hiperbolikus függvény a nemnegat́ıv félegyenesen szigorúan nő, ott az inverze
az arch area koszinusz hiperbolikus függvény, mely az [1,+∞[ intervallumon
van értelmezve, az ]1,+∞[ intervallumon differenciálható, és deriváltja

(arch)′(x) =
1√

x2 − 1
.

A szinusz hiperbolikus függvény szigorúan nő, az inverze az arsh area szinusz
hiperbolikus függvény, mely mindenütt értelmezve van, differenciálható, és de-
riváltja

(arsh)′(x) =
1√

x2 + 1
.

A tangens hiperbolikusz függvény szigorúan növekvő, inverze az arth area tan-
gens hiperbolikusz függvény, mely mindenütt értelmezve van, x ̸= ±1 esetén
differenciálható és deriváltja:

(arth)′(x) =
1

1− x2
.

A kotangens hiperbolikusz függvény inverze, az arcth area kotangens hiper-
bolikusz függvény, mely |x| > 1 esetén értelmezve van, differenciálható és de-
riváltja:

(arcth)′(x) =
1

1− x2
.

A hiperbolikus függvények inverzei kifejezhetők a logaritmusfüggvénnyel:

archx = ln(x+
√

x2 − 1)

arsh x = ln(x+
√

x2 + 1)

arth x =
1

2
ln

1 + x

1− x

arcth x =
1

2
ln

x+ 1

x− 1
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Feladatok

1) Írjuk fel az f(x) = x2 függvénynek az x0 = 1 ponthoz tartozó differenciahányados-
függvényét!

Megoldás

x 7→ f(x)− f(x0)

x− x0
=

x2 − 1

x− 1
= x+ 1.

2) Számoljuk ki az f(x) =
√
x függvény x0 = 4 pontbeli differencálhányadosát!

Megoldás

Az x0 = 4 ponthoz tartozó differenciahányados-függvény:

x 7→ f(x)− f(x0)

x− x0
=

√
x− 2

x− 4
=

1√
x+ 2

.

Ennek határértéke az x0 = 4 pontban:

f ′(4) = lim
x→4

1√
x+ 2

=
1

4
.

3) Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) = x− x2 függvény deriváltja?

Megoldás

Először kiszámı́tjuk a deriváltat:

f ′(x0) =
x− x2 − x0 + x20

x− x0
= 1− x− x0

ebb ől
f ′(x0) = lim

x→x0

1− x− x0 = 1− 2x0.

Tehát az 1 − 2x0 = 0 egyenletet kell x0-ra megoldanunk: x0 = 1
2 . A derivált

függvény csak az x0 =
1
2 pontban veszi fel a nulla értéket.

4) Írjuk fel az f(x) = x2 függvény grafikonjának érintőjét az x0 = 3 helyen.

Megoldás

Az érintő egyenlete általában:

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0),

tehát az x0, f(x0) és f
′(x0) értékekre van szükség az érintő feĺırásához. Esetünkben

x0 = 3, f(x0) = 9, f ′(x) = 2x, f ′(x0) = 6, tehát az érintő egyenlete

y = 6(x− 3) + 9 = 6x− 9.
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5) Írjuk fel az f(x) = x2−2x−2 függvény érintőjének egyenletét az x0 = 2 helyen.

Megoldás

Az előző feladat mintájára: x0 = 2, f(x0) = −2, f ′(x) = 2x − 2, f ′(x0) = 2,
tehát az érintő egyenlete

y = 2(x− 2)− 2 = 2x− 6

6) Írjuk fel az f(x) =
√
x függvény m = 2 meredekségű érintőjének egyenletét.

Megoldás

Az x0, f(x0) és f ′(x0) adatok közül az x0 hiányzik, s anélkül a másik kettőt
se tudjuk kiszámı́tani. Viszont az m = f ′(x0), s ebből x0 kiszámı́tható. Mivel
f(x) =

√
x = x

1
2 , ezért f ′(x) = 1

2x
− 1

2 = 1
2
√
x
, tehát m = 2 = 1

2
√
x
, amiből x = 1

16

adódik. Másszóval x0 =
1
16 , f(x0) =

1
4 , f

′(x0) = 2, ı́gy a keresett érintő egyenlete

y = 2(x− 1

16
) +

1

4
= 2x+

1

8
.
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7) Írjuk fel az f(x) = 1
x függvénynek az y = 4x−9 egyenesre merőleges érintőjének

egyenletét.

Megoldás

Az x0, f(x0) és f ′(x0) adatok közül smét az x0 hiányzik, de a merőlegességi
feltételből f ′(x0) kiszámı́tható. Ugyanis két egyenes akkor merőleges, ha mere-
dekségeik szorzata −1, ı́gy f ′(x0) = −1

4 . Ezután már az elő ző feladat mintájára
számolhatunk: f(x) = 1

x = x−1, tehát f ′(x) = −x−2 = − 1
x2 . Ebből −1

4 = − 1
x2 ,

azaz x0 = ±2 adódik. Tehát két ilyen érintő van, az egyik az (2, 12), a másik a
(−2,−1

2) pontban, egyenleteik:

y = −1

4
(x− 2) +

1

2
= −1

4
x+ 1, és y = −1

4
(x+ 2)− 1

2
= −1

4
x− 1.
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8) Írjuk fel az f(x) = x2 függvénynek azt az érintőjét, amelyik átmegy a P (−1,−3)
ponton.

Megoldás

Ismét az érintési pontot kell meghatároznunk. Az érintő egyenlete az (x0, f(x0))
pontban

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0) = 2x0(x− x0) + x20

hiszen f ′(x) = 2x. Ez az egyenes akkor megy át az adott ponton, ha x = −1
esetén y = −3:

−3 = 2x0(−1− x0) + x20 = −2x0 − x20,

ami az x20 + 2x0 − 3 = 0 másodfokú egyenletre vezet. Ennek gyökei 1 és −3,
tehát a két lehetséges érintési pont (1, 1) és (−3, 9). Ennek megfelelően a két
lehetséges érintő:

y = 2(x− 1) + 1 = 2x− 1, illetve y = −6(x+ 3) + 9 = −6x− 9.

9) Hol metszi az f(x) = x2 − 8x+ 19 függvény x0 = 5-beli érintője az x- tengelyt?

Megoldás

Az érintő egyenletéhez szükséges alapadatok: f ′(x) = 2x− 8, x0 = 5, f(x0) = 4,
f ′(x0) = 2. Az érintő egyenlete:

y = 2(x− 5) + 4 = 2x− 6.

Az x-tengellyel való metszéspontben y = 0, tehát x− 6 = 0, ezért x = 3.

20



10) Hol metszi az f(x) =
√
x+ 3 függvény x0 = −2-beli érintője az x- tengelyt és

az y-tengelyt?

Megoldás

Az érintő egyenletéhez szükséges alapadatok: f ′(x) = 1
2
√
x+3

, x0 = −2, f(x0) = 1,

f ′(x0) =
1
2 . Az érintő egyenlete:

y =
1

2
(x+ 2) + 1 =

1

2
x+ 2.

Az x-tengellyel való metszéspontban y = 1
2x + 2 = 0, tehát x = −4, az y-

tengellyel való metszéspontban pedig x = 0, tehát y = 2.

Feladatok
Számı́tsuk ki a következő függvények deriváltját!

1) f(x) = sin
√
ex − x

Megoldás f ′(x) = cos
√
ex − x · ex−1

2
√
ex−x
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2) f(x) = (1− 3x)3

Megoldás f ′(x) = −9(1− 3x)2.

3) f(x) =
√
x2 − 2x

Megoldás f ′(x) = x−1√
x2−2x

.

4) f(x) = cos(x− sinx)

Megoldás f ′(x) = − sin(x− sinx) · (1− cos x).

5) f(x) = cos(x− sinx)

Megoldás f ′(x) = − sin(x− sinx) · (1− cos x).

6) f(x) = ln
(
1
x − x

)
Megoldás f ′(x) = −x2+1

x−x3 .

7) f(x) = −1
xex−x2

Megoldás f ′(x) = exx−2x+ex

(exx−x2)
2 .

8) f(x) = −1
xex−x2

Megoldás f ′(x) = exx−2x+ex

(exx−x2)
2 .

9) f(x) = (2x3 + 3x2)3 Milyen x-re lesz f ′(x) = 0?

Megoldás f ′(x) = 3
(
6x2 + 6x

) (
2x3 + 3x2

)2
. Ez a kifejezés akkor és csak

akkor 0, ha x = −1, 0 vagy −3
2 .

10) f(x) = 2x
x2+1 Milyen x-re lesz f ′(x) = 0?

Megoldás f ′(x) = −2(x2−1)
(x2+1)

2 . Ez a kifejezés akkor és csak akkor 0, ha x = ±1.

11) Mi az f(x) = cos2 x2 függvény deriváltja?

Megoldás f ′(x) = −4x sin
(
x2
)
cos

(
x2
)
.

12) Mi az f(x) = e
√
x2−1 függvény deriváltja?

Megoldás f ′(x) = xe
√

x2−1
√
x2−1

.

22



Magasabbrendű deriváltakHa egy nýılt intervallumon differenciálható fg̈gvény
deriváltja az intervallum egy pontjában differenciálható, akkor azt mondjuk, hogy
az illető pontban a függvény kétszer differenciálható, a derivált függvénynek az
adott pontban vett deriváltját pedig az eredeti függvény második differenciálhá-
nyadosának, vagy második deriváltjának nevezzük. Jele: f ′′(x). Ezt a gondo-
latmenetet folytatva jutunk el az n-szer differenciálható függvény és az n-edik diffe-
renciálhányados, illetve n-edik derivált fogalmához. A magasabbrendű deriváltakat
f ′, f ′′, f ′′′, majd pedig f (iv), f (v), f (vi), . . . módon jelöljük.

Feladatok
Számı́tsuk ki a megadott deriváltakat!

1) f(x) = xe−x. f ′′(x) =?

Megoldás f ′′(x) = e−x(x− 2).

2) f(x) = (x2 + 1)
4
√
x3. f ′′(x) =?

Megoldás f ′′(x) = 77x2−3
16x5/4 .

A L’Hospital–szabályA L’Hospital–szabály elsősorban un. 0
0 alakú határértékek

kiszámı́tására használható. Egy lehetséges megfogalmazás a következő:

Legyenek az f, g függvények az x0 egy környezetében differenciálhatók. Ha
limx→x0

f(x) = limx→x0
g(x) = 0 és létezik a

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)

(esetleg ±∞) határérték, akkor a limx→x0

f(x)
g(x) is létezik, és

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Az álĺıtás x0 = ±∞ esetén is érvényes, valamint ∞
∞ alakú határértékekre is, sőt,

egyoldali határértékekre is működik. Az adott kifejezés algebrai átalaḱıtásával
további un. határozatlan alakú határértékek esetében is használható, mint pl.
0 · ∞, ∞±∞, 1∞, stb.

Például, tekintsük a limx→0
sinx
x határértéket. Erre teljesülnek a fenti feltételek,

ezért

lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

cos x

1
= 1.

Egy másik fontos alkalmazás:

lim
x→0

1− cos x

x
= lim

x→0

sin x

1
= 0.
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Végül

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

ex

1
= 1.

Feladatok Számı́tsuk ki a következő határértékeket!

1) limx→+∞
√
x

lnx

Megoldás A határérték ∞
∞ alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→+∞

√
x

ln x
= lim

x→+∞

x

2
√
x
= lim

x→+∞

√
x

2
= +∞.

2) limx→+∞
e2x

x2

Megoldás A határérték ∞
∞ alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→+∞

e2x

x2
= lim

x→+∞

2e2x

2x
= lim

x→+∞

e2x

x

Ez ismét ∞
∞ alakú, ismét alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→+∞

e2x

x2
= lim

x→+∞

e2x

x
= lim

x→+∞

2e2x

1
= +∞.

3) limx→+∞
x3

x2+ex

Megoldás A határérték ∞
∞ alakú, többször alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→+∞

x3

x2 + ex
= lim

x→+∞

3x2

2x+ ex
= lim

x→+∞

6x

2 + ex
= lim

x→+∞

6

ex
= lim

x→+∞
6e−x = 0.

4) limx→0
ex−1
sinx

Megoldás A határérték 0
0 alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→0

ex − 1

sin x
= lim

x→0

ex

cos x
= 1.

5) limx→0
xex

1−e2x

Megoldás A határérték 0
0 alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→0

xex

1− e2x
= lim

x→0

ex + xex

−2e2x
= −1

2
lim
x→0

1 + x

ex
= −1

2
.
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6) limx→0
sin2 x

1−cos 3x

Megoldás A határérték 0
0 alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→0

sin2 x

1− cos 3x
= lim

x→0

2 sinx cos x

3 sin 3x
= lim

x→0

sin 2x

3 sin 3x
.

Ismét 0
0 alakú kifejezést kaptunk, újra differenciálunk:

lim
x→0

sin2 x

1− cos 3x
= lim

x→0

sin 2x

3 sin 3x
= lim

x→0

2 cos 2x

9 cos 3x
=

2

9
.

7) limx→0
x−tanx
sinx−x

Megoldás A határérték 0
0 alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→0

x− tan x

sin x− x
= lim

x→0

1− 1
cos2 x

cos x− 1
= lim

x→0

cos2 x− 1

cos2 x(cos x− 1)
= lim

x→0

cos x+ 1

cos2 x
= 2.

8) limx→+∞
ln(1+ e

x )

sin( 3x )

Megoldás A határérték 0
0 alakú, alkalmazzuk a L’Hospital–szabályt:

lim
x→+∞

ln(1 + e
x)

sin( 3x)
= lim

x→+∞

(1 + e
x)

−1(− e
x2 )

cos 3
x · (−

3
x2 )

=
e

3
.

9) limx→+∞ xe−2x

Megoldás A határérték ∞ · 0 alakú, de át́ırhatjuk ∞
∞ alakúvá:

lim
x→+∞

xe−2x = lim
x→+∞

x

e2x
= lim

x→+∞

1

2 · e2x
= 0.

10) limx→0+ tan x · ln x

Megoldás: A határérték 0 · ∞ alakú, de ∞
∞ alakra hozható:

lim
x→0+

tan x · ln x = lim
x→0+

ln x

cot x
= lim

x→0+

− sin2 x

x
= − lim

x→0+
sin x · sin x

x
= 0.

11) limx→+∞
lnx
x2

Megoldás: A határérték ∞
∞ alakú:

lim
x→+∞

ln x

x2
= lim

x→+∞

1

x · 2x
= lim

x→+∞

1

·2x2
= 0.
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12) limx→+∞
x3

e2x

Megoldás: A határérték ∞
∞ alakú:

lim
x→+∞

x3

e2x
= lim

x→+∞

3x2

2e2x
= lim

x→+∞

6x

4e2x
= lim

x→+∞

6

8e2x
= 0.

13) limx→+∞
ex−1
x2

Megoldás: A határérték ∞
∞ alakú:

lim
x→+∞

ex − 1

x2
= lim

x→+∞

ex

2x
= lim

x→+∞

ex

2
= +∞.

14) limx→0
1−cosx

x2

Megoldás: A határérték 0
0 alakú:

lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sin x

2x
= lim

x→0

cos x

2
=

1

2
.

15) limx→0
1−e−2x

x2+3x

Megoldás: A határérték 0
0 alakú:

lim
x→0

1− e−2x

x2 + 3x
= lim

x→0

2e−2x

2x+ 3
= lim

x→0

−4e−2x

2
= −2.

16) limx→1
ln(5x−4)
ln(3−2x)

Megoldás: A határérték 0
0 alakú:

lim
x→1

ln(5x− 4)

ln(3− 2x)
= lim

x→1

5(3− 2x)

−2(5x− 4)
= −5

2
.

17) limx→+∞ x2e−x

Megoldás: A határérték ∞ · 0 alakú:

lim
x→+∞

x2e−x = lim
x→+∞

x2

ex
= lim

x→+∞

2x

ex
= lim

x→+∞

2

ex
= 0.

18) limx→+∞ x · sin
(
π
x

)
Megoldás: A határérték ∞ · 0 alakú:

lim
x→+∞

x · sin
(π
x

)
= lim

x→+∞

sin
(
π
x

)
1
x

= lim
x→+∞

(−π
x2

)
· cos

(
π
x

)
− 1

x2

= π.
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