MATEMATIKA 1.

Differencialszamitas

1. Alapfogalmak
e Szamitsa ki az f(x) = x* — bx* + 6z fliggvény x = 2 pontbeli derivaltjit!

Megoldas: f'(x) = 32> — 10z + 6, igy f'(2) = —2.

e Hatdrozza meg az f(x) = sinz + cosz fliggvény © = /4 pontbeli de-

rivaltjat!
Megoldas: f'(z) = cosx —sinx, igy f'(7/4) = g — ‘/75 = 0.
e Derivilja az f(x) = x%ﬂ fiiggvényt!

Megoldas: f'(x) (x;fj)g.

e Szamitsa ki az f(x) = € - sinz derivéltjat!

Megoldas: f'(x) = 2e**sinz + e* cosx = €**(2sinx + cos ).
e Derivalja az f(z) = In(z? + 1) fiiggvényt!
e Megoldas: f/(z) = -2

241"

e Hatdrozza meg az f(x) = vx? + 4 derivaltjat!

Megoldas: f'(z) = T

e Derivdlja az f(z) = tan~!(x) fiiggvényt!

Megoldas: f'(z) L

= 142

e Szamitsa ki az f(x) = 2 derivaltjat!

e Megoldas: Vegyiik észre, hogy ez a fiiggvény sem nem hatvanyfiiggvény,
sem nem exponencialis fliggvény. Ilyenkor az un. logaritmikus derivalast
alkalmazzuk: In f(z) = zlnz, tehét f(x) = exp(xInx), ezért

f'(z)=(nx+x- é)exp(xlna:) = (Inz + 1)exp(xlnz) = 2°(Inz + 1).



x—i—l

e Derivéalja az f(z) = fiiggvényt!

Megoldas: f'(z) = (2:6)(%_(?:1()%2“)(1) = 2x(ngg11;§§2+1).

e Hatdrozza meg az f(x) = In(sinx) derivéltjat azon az értelmezési tar-
tomanyon, ahol értelmezett!

e Megoldas: f'(x) = £ = cot x, ahol sinx > 0.

sin x

2. Szamitsuk ki a kovetkezo fiiggvények derivaltjat!
o f(z)=2a®— 522+ 62 —2.

Megoldas: f'(z) = 3z% — 10z + 6.
o f(x)=va2+1.

la- / _ X
Megoldas: f'(z) = T
o flo) =24

Megoldas: f'(z) = 2% — (ff?);
e f(z)=1In(z?+1).

Megoldas: f'(r) = 2

1+a2"
o f(r)=e* sinz.

Megoldas: f'(z) = 2e**sinx + €** cos .

3. Hatarozzuk meg a kovetkezo6 fiiggvények lokalis széls6értékeit!
e f(z)=2%—4x+3.
Megoldas: Elso 1épésben meghatdrozzuk az f’ zérushelyeit:
fl(x) =22 —4=0,

ebbdl z = 2. Masodik lépés: ebben a pontban a mésodik derivélt: f"(x) =
2 > 0, tehat a fliggvénynek egyetlen lokalis széls6értéke van, az r = 2
pontban lokalis minimum, értéke: f(2) = —1.
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o f(z)=—1%+432"+ 1.
Megoldas: Meghatdrozzuk az [’ zérushelyeit:
fl(x) = =32 + 60 = —3z(z — 2) =0,

ebbdl x = 0, vagy x = 2. A maésodik derivalt: f”(x) = —6x + 6, tehat
f"(0) =6 > 0, igy = 0 lokalis minimumbhely, s a lokalis minimum értéke
f(0) = 1, mésrészt f"(2) = —6 < 0, tehat x = 2 lokélis maximumhely, s
a lokélis maximum értéke f(2) = 5.

o f(x) = =5
Megoldéas: Meghatarozzuk az f' zérushelyeit:

1 212 1— 22

fw) = 224+1 (22 +1)° - (224 1)2 -

0,
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¢bbél z = 1, vagy © = —1. A maésodik derivalt: f"(z) = £ —

(@2+1)°
(x26-f1)2’ igy f"(1) = —% < 0 tehat x = 1 lokalis maximumbhely, s a lokalis
maximum értéke f(1) = 3. Mdsrészt, f/(—1) = 3 > 0, tehdt z = —1

lokalis minimumhely, s a lokdlis minimum értéke: f(—1) = —3.
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o f(z) =sinz + cosx a [0, 27] intervallumon.

Megoldas: Meghatdrozzuk az [’ zérushelyeit:
f'(x) = cosz —sinz = 0,

— %. A masodik derivélt f’(z) =

ebbdl tanx = 1, és x = § vagy x
= —Vv2 < 0, tehat 7 lokdlis maximumbhely, a

—sinx — cosx. BEzért f"(])
lokdlis maximum értéke f(Z) = /2. Mdsrészt, f”(Z) = /2 > 0, tehdt X
lokalis minimumhely, a lokélis minimum értéke pedig f(2°) = —V2.
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o f(z)=at— 422

Megoldas: Meghatdrozzuk az [’ zérushelyeit:
fl(z) = 42° — 8x = 4x(2* — 2),

ezért © = 0, vagy = £v/2. A maésodik derivalt: f’(z) = 1222 — 8, igy
f7(0) = =8 < 0, tehdt a 0 lokalis maximumhely, s a lokalis maximum
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értéke f(0) = 0. Mésrészt, f”(£v/2) = 16 > 0, tehat £+/2 lokalis mini-
mumbhelyek, s a lokélis minimum értéke mindkét pontban f(+v/2) = —4.

4. Vizsgaljuk meg a kovetkezo fliggvények monotonitasat és
konvexitasat!

o f(z)=a— 3.

Megoldas: Meghatarozzuk azokat az intervallumokat, amelyeken a fiiggvény
derivaltja allando eldjelii - ezek éppen a derivalt szomszédos gyokei kozti
intervallumok:

fl(x) =32 -3 =0,

tehdt a gyokok x; = —1, 29 = 1. A |—o00, —1[ intervallumon az f’ fiiggvény
pozitiv, tehat f szigorian novekvo. A |—1, 1] intervallumon az f’ fliggvény
negativ, tehat f szigordan csokkeno. Végiil, az |1, +oo[ intervallumon az
f! fiiggvény pozitiv, tehat [ szigortian noévekvo.

A konvexités vizsgdlatahoz a masodik derivaltra van sziikség: f”(x) = 6x.
Ez © < 0 esetén negativ, x > 0 esetén pedig pozitiv. Tehat a fliggvény a
] — 00, 0[ intervallumon konkév, a |0, +oo[ intervallumon pedig konvex.



o f(z)=Inz.
Megoldas: a fuggvény a pozitiv szamok halmazan van értelmezve. Az
elobbiek mintajara
1
"(2)==>0
) =~
ezért a fliggvény szigorian novekvo.

A konvexitdshoz a masodik derivalt: f”(z) = —2, ami az értelmezési

tartomanyon mindeniitt negativ, ezért a fiiggvény konkav.




o f(z) =2 az |0, oof intervallumon.

Megoldas: a fiiggvény derivéltja f/(z) = —=%, ami mindeniitt negativ,

ezért a fliggvény szigorian csokkend. Mdasrészt, a masodik derivalt f”(z) =

x% az értelmezési tartomanyon mindentitt pozitiv, ezért a fiiggvény konvex.
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o f(z)=1e".

Megoldas: a fiiggvény derivéltja f/(x) = —2ze ™, ami < 0 esetén

pozitiv, x > 0 esetén negativ, tehét a fliggvény a | — oo, 0] intervallumon

szigortan nd, a |0, +oo[ intervallumon pedig szigortian csokken. A mésodik

derivalt: f"(z) = 2(22%2 — 1)e™™", ami |z| < */gﬁsetén negativ, |z| > */75
p)

esetén pedig pozitiv, tehdt a fiiggvény a ] —oo, —%[ intervallumon konvex,

al— @, %[ intervallumon konkav, és a ]g, +oo[ intervallumon konvex.




o f(z) =tanz a |—%,%|[. intervallumon.

Megoldas: a fiiggvény derivaltja f'(z) = @, ami a tan értelmezési
tartomanyan mindig pozitiv, tehat a fliggvény szigorian no. Masrészt, a
mésodik derivalt f’(z) = 232 ami a |—Z,0] intervallumon negativ, a

cos2 2
}0, 5 [ intervallumon pedig pozitiv, tehat a fiiggvény a ] O[ intervallu-

9
mon konkav, a ]0, 5 [ intervallumon pedig konvex.
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5. Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények érintGjének egyenletét az
adott pontban!

e f(x) =2%az z =1 pontban.

Megoldas: éltalaban az érint6 egyenlete az f fiiggvény gorbéjének (g, f(xq)
pontjaban

y = f'(w0)(z — x0) + f(20).
Most f(zg) = f(1) = 1, f'(z) = 2z, f'(x9) = f/(1) = 2, tehat az érint6
egyenlete

y=2r—1)+1=2z—1.

e f(z)=+/r az x = 4 pontban.

Megoldés- Esetiinkben f(z) = f(4) =2, f(x) = ﬁ%, fl(xog) = f/(1) =
5 \[ z, tehat az érinto egyenlete

1
(x—4)+2=-x+1.
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e f(x) =Inx az x = e pontban.

Megoldas: Esetiinkben f(z¢) = f(e) =1, f'(z) = 1, f'(z¢) = f'(e) =1
tehat az érinto egyenlete

o f(z) =1 az z =2 pontban.
Megoldas: Esetiinkben f(zg) = f(2) = 3, f'(z) = —=, (o) =
fl(2) = —%L, tehdt az érinté egyenlete

1 1
y=——(x—2)+§.:1—

T
4 4

e f(z) =sinz az x = § pontban.

Megoldas: Esetiinkben f(zo) = f(5) =sinf =1, f'(z) = cosz, f'(xo) =
f'(5) = 0, tehét az érinté egyenlete

yzO-(:l:—g)+1:1.

6. Szélsoértékek és fliggvényvizsgalat
e Hatdrozza meg az f(x) = Inx — x fliggvény lokélis széls6értékeit!

Megoldas: f/(z) =1 —-1=0=z=1 f"(z) = —% <0, tehdt z = 1-nél
lokalis maximum van.

e Hatdrozza meg az f(x) = xe " fliggvény lokélis széls6értékeit!

Megoldas: f'(z) = e —ze™ = e *(1 — z) ezért x = 1. Madsrészt
F1(@) = —e (1 —a)+e(—1) = e (z —2), vagyis f'(1) = e} (~1) < 0,
tehat x = 1-nél lokalis maximum van.

o Hatdrozza meg az f(z) = L + x figgvény lokalis szélsdértékeit!

o Megoldas: f/(z) = —=% +1 =0 ezért v = 1. Mésrészt f'(z) = 5 >0,
tehat x = 1-nél lokalis minimum van, melynek értéke 2.
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e Hatdrozza meg az f(x) = fiiggvény lokalis szélsdértékeit!

Megoldds: ['(r) = 5" = oy exent f/(@) = 0, ha v = 0,

Mésrészt, f"(z) = 2(x2+1()3:2_f1x)24(w2+1), tehat f”(0) = 2 > 0, vagyis * = 0

lokdalis minimumbhely, s a lokalis minimum értéke 0.

Hatérozza meg az f(x) = sinxz — cosz fliggvény szélséértékeit a [0, 27]
intervallumon!

Megoldas: f'(z) = cosz +sinz = 0 tehdt tanx = —1, azaz x = 2L, vagy
r = . A fiiggvényértékek Osszehasonlitdsaval: f(3m/4) = sin(3m/4) —

cos(3m/4) = V2, és f(Tr/4) = sin(77/4) — cos(Tm/4) = —/2. A végpon-
tokban a figgvényérték —1. Ezért a zart intervallumon a fiiggvény mini-
muma —v/2, ezt a 77 /4 pontban veszi fel, maximuma pedig V2, amit a

37 /4 pontban vesz fel.

7. Hatarértékek és a I’Hospital-szabaly

e Szamitsa ki a lim,_,o 222 hatdrértéket!

X

sin x

Megoldas: L’Hospital-szabaly % alak: lim, o =2* = lim, o “* = 1.
e Szamitsa ki a lim, .,  hatdrértéket!
Megoldas: L’Hospital-szabaly % alak: lim,_, e% = lim, e% =0
e Szamitsa ki a lim,_,g 1‘;# hatarértéket!
e Megoldas: L’Hospital-szabaly % alak: lim,_q % = lim,_, Sg;"” = %
e Szamitsa ki a lim,_, tanx# hatarértéket!
Megoldas: L’Hospital-szabaly % alak:
1 2
tanx — x —1 1 —cos*x
lim —— = = ljm <22 = lim ———— =
20 3 z—0 32 =0 322 cos? &
. 2cosxsine . 2sinx
lim — = lim — =
=0 6x cos?x — 322 -2cosxsinx =0 6xcosx — 32 - 2sinx
gHnz 1
li L =

1—06cosx — 6x -sinx 3’
sinz __
2o,

hiszen lim,_,
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e Szamitsa ki a hmng hatarerteket'

Megoldas: Megoldas: L’Hospital- szabaly = alak:

e Szamitsa ki a lim,_, me hatarértéket!

Megoldas: L’Hospital-szabdly = alak:

| 1 1
lim 2 lim ﬁ lim — =0
T—00 T z—o00 1 T—00 I

e Szamitsa ki a lim,_,o < 1 L hatarértéket!

Megoldas: Megoldas: L'Hospital- szabaly = alak:

e Hatdrozza meg az f(z) = 2® + 1 fiiggvény érintéjének egyenletét az x = 1
pontban!

Megoldas: az érint6 egyenlete az f fiiggvény gorbéjének (xg, f(x()) pontjaban

y = f'(wo)(x — m0) + f(x0).

Esetiinkben f'(z) = 2z, f'(1) = 2, f(1) = 2, tehat az érint6 egyenlete:
y=2x—-1)+2=2

8. Inflexidés pontok, implicit differencialas

e Hatdrozza meg az f(z) = 23 — 322 + 2z fiiggvény inflexiés pontjait!

Megoldas: az inflexiés pontok a fliggvénygorbe azon pontjai, amelyek-
ben konvex és konkav iv csatlakozik. Kétszer differencidlhato fliggvények
esetében ez azokat a pontokat jelenti, amelyekben a masodik derivalt 0
és f" el6jelet valt, haromszor differencidlhaté fliggvények esetében pedig
azokat a pontokat, amelyekben f” nulla, f” pedig nem nulla. Esetiinkben
f"(x) = 6x — 6, tehat a méasodik derivéalt zérushelye az f”(x) = 0 egyen-
letbél z = 1, s mivel f"(x) = 6, ezért f"”(1) = 6 # 0, tehat x = 1 inflexids
pont.
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e Derivalja implicit médon az 22 + y? = 25 egyenletet!

Megoldas: Az F'(z,y) = 0 implicit alakban megadott fiiggvények esetében
feltételezziik, hogy y = f(x), ezért = szerinti differencidlassal az F,(x,y)+
F,(xz,y)y =0, amelybdl y'-t kell kifejezni

moédon. Itt Iy, ill. F, az F' figgvény z, ill. y szerinti derivaltjat jelenti.
Az implicit differencidlas eredményeként nem feltétleniil explicit médon
kapjuk meg a 1/ derivédltat, hanem x és y fiiggvényeként.

Esetiinkben
20+ 2y -y =0
, /I z
ezert y = )

e Derivalja implicit médon az 2% + y> = 6zy egyenletet!

Megoldas:
32 +3y% -y =6y + 6z -y

144 2—
s ebbél v = g_gg@é.

e Az z(t) = t?, y(t) = Int paraméteresen adott gorbe esetén szamitsa ki

Ay 1
dm-et.

|)_l

Megoldas: 32 = i i R

[

o Az x(t) =sint, y(t) = cost paraméteresen adott gorbe: esetén szamitsa
ki Z—y—et!
Xz
dy _ dy/dt —sint __

Megoldas: 7’ = do/di = cost — — tant.

e Hatdrozza meg az f(z) = 23 — 62 + 9z fiiggvény inflexiés pontjait!

Megoldas: Az f"(x) = 62z — 12 = 0 egyenletbl x = 2. Ugyanakkor
f"(x) =6 #0, ezért x = 2 inflexi6s pont.
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9. Alkalmazasok

e Egy test mozgdsat az s(t) = t3 — 61> + 9t fiiggvény irja le. Hatdrozza meg
a sebességét és gyorsulasat t = 2-nél!

Megoldds: v(t) = s'(t) = 3t? — 12t + 9, ezért v(2) =34 —24+9 = -3
valamint a(t) = §”(t) = 6t — 12 amibdl a(2) = 0.

e Egy vallalat koltségfiiggvénye: C(x) = 100 + 52 + 0.122. Hatédrozza meg
a hatarkoltséget © = 10-nél!

Megoldas: A "hatarkoltség” (angolul: marginal cost) a kzgazdasagtanban
azt jelenti, hogy mennyivel no a teljes koltség, ha egy egységgel noveljik a
termelést. Ez tehat a termelés valtozékoltségének pillanatnyi ”sebessége”.
Formélisan, a hatarkoltség a koltségfiiggvény derivaltja: MC'(x) = C'(x).
Esetiinkben MC(z) = C'(z) =5+ 0.20 = MC(10) = 7.

e Egy termék drbevétel-fiiggvénye: R(x) = 20x — 0.5z%. Hatdrozza meg a
maximalis arbevételt!

Megoldas: Az R fiiggvény maximumat kell meghatarozni: A derivalt
zéruhelye az R'(x) = 20 — x = 0 egyenlvétel:et alapjén x = 20, s mivel
R'(x) = —x, R"(20)) = =20, ezért x = 20 lokalis maximumhely. M&sodfoku
figgvény esetében ez egyben globalis maximumbhely, igy a maximalis arbe
R(20) = 400 — 200 = 200.

e Egy négyzet alapi egyenes hasab alaku doboz egyik cstcsabdl kiindulo
¢leinek o6sszhossza 10 cm. Hatarozza meg, hogy milyen élhosszak mellett
lesz maximaélis a térfogat!

Megoldas: Ha a négyzet alap oldala x cm, akkor a négyzet csicsabol
kiindul6 haramdik él hossza 10— 2z, tehat a térfogat V(z) = 2*(10—2x) =
1022 — 223, Ekkor a V'(x) = 20z — 622 = 0 egyenlet alapjdn x = 0 vagy
=Y. Az x = 0 nyilvdn nem jon széba. Mésrészt V" (z) = 20 — 12z,
V"(§) <0, igy a keresett maximum V(%) = 1550,

e Adott az f(x) = 2* — 42° + 10 fiiggvény. Hatdrozza meg a minimumét!
Megoldas: f'(z) = 423 — 1222 = 42*(z — 3), ennek gyokei x = 0 és x = 3.
Mivel f”(z) = 122% — 24z, ezért f"(3) = 108 — 72 = 36 > 0, ami azi,
hogy = = 3 lokalis minimum. Mivel f”(0) = 0 és f"(0) # 0, igy x = 0

13



nem szélsoértékhely. Negydfoku parabolardl 1évén sz, x = 3 abszolit
minimum.

Adott az f(x) = f—jl fliggvény. Hatdrozza meg a minimumat!

Megoldas: Az f az *+ = —1 pontban nincs értelmezve, x+ = —1-ben
baloldali hatarértéke —oo, tehat abszolit minimuma nincs.
20(z+1) —a2*  2(2x4+2—2) z(z+2)

(z+1)22 (z+1)2  (z+1)¥

fx) =

ennek zérushelyei = 0 és v = —2. A madsodik derivalt f"(x) = (HLI)?),
ezért f7(0) =2, f"(—2) = —2 Tehét = = 0 lokalis minimumbhely, a lokélis

minimum értéke pedig 0
Adott az f(z) = 2%e™* fiiggvény. Hatdrozza meg a maximumét!

Megoldas: A fiiggvény hatarertéke —oo-ben +oo, tehat abszolit maxi-
muma nincs. Az f/(z) = 2ze ™ — 2%e™ = ze (2 — ) = 0 egyenletbdl

x =0 vagy r = 2. A masodik derivalt
f(z) = e (2 — 4z + 2),

ezért f"(0) > 0 és f"(2) < 0, tehat x = 2 lokdlis maximumhely, s a
maximumérték: f(2) = 4.

Adott az f(z) =Inz — x + 2 fliggvény. Hatdrozza meg a szélséértékeit!

Megoldas: A fliggvény a |0, +o0o[ intervallumon van értelmezve, hatarértéke
0-ban és +oo-ben egyarant —oo, igy abszolit minimuma nincs. A derivalt
fl(x) = %—1 = 0 egyetlen zérushelye z = 1, Mivel f"(x) = —m—12 < 0, ebben
a pontban a fliggvénynek lokalis maximuma van, értéke 1. Masrészt, mivel

a masodik derivalt mindig negativ, a fliggvény konkav, s ebbdl lathato,
hogy ez egyben abszolit maximum.
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