
MATEMATIKA I.
Differenciálszámı́tás

1. Alapfogalmak

• Számı́tsa ki az f(x) = x3 − 5x2 + 6x függvény x = 2 pontbeli deriváltját!

Megoldás: f ′(x) = 3x2 − 10x+ 6, ı́gy f ′(2) = −2.

• Határozza meg az f(x) = sinx + cos x függvény x = π/4 pontbeli de-
riváltját!

Megoldás: f ′(x) = cos x− sinx, ı́gy f ′(π/4) =
√
2
2 −

√
2
2 = 0.

• Deriválja az f(x) = 1
x2+1 függvényt!

Megoldás: f ′(x) = −2x
(x2+1)2 .

• Számı́tsa ki az f(x) = e2x · sin x deriváltját!

Megoldás: f ′(x) = 2e2x sin x+ e2x cos x = e2x(2 sinx+ cosx).

• Deriválja az f(x) = ln(x2 + 1) függvényt!

• Megoldás: f ′(x) = 2x
x2+1 .

• Határozza meg az f(x) =
√
x2 + 4 deriváltját!

Megoldás: f ′(x) = x√
x2+4

.

• Deriválja az f(x) = tan−1(x) függvényt!

Megoldás: f ′(x) = 1
1+x2 .

• Számı́tsa ki az f(x) = xx deriváltját!

• Megoldás: Vegyük észre, hogy ez a függvény sem nem hatványfüggvény,
sem nem exponenciális függvény. Ilyenkor az un. logaritmikus deriválást
alkalmazzuk: ln f(x) = x ln x, tehát f(x) = exp(x ln x), ezért

f ′(x) = (ln x+ x · 1
x
) exp(x ln x) = (ln x+ 1) exp(x lnx) = xx(ln x+ 1).
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• Deriválja az f(x) = x2+1
x−1 függvényt!

Megoldás: f ′(x) = (2x)(x−1)−(x2+1)(1)
(x−1)2 = 2x(x−1)−(x2+1)

(x−1)2 .

• Határozza meg az f(x) = ln(sin x) deriváltját azon az értelmezési tar-
tományon, ahol értelmezett!

• Megoldás: f ′(x) = cosx
sinx = cotx, ahol sin x > 0.

2. Számı́tsuk ki a következő függvények deriváltját!

• f(x) = x3 − 5x2 + 6x− 2.

Megoldás: f ′(x) = 3x2 − 10x+ 6.

• f(x) =
√
x2 + 1.

Megoldás: f ′(x) = x√
x2+1

.

• f(x) = x2+1
x−3 .

Megoldás: f ′(x) = 2x
x−3 −

x2+1
(x−3)2 .

• f(x) = ln(x2 + 1).

Megoldás: f ′(x) = 2x
1+x2 .

• f(x) = e2x · sin x.

Megoldás: f ′(x) = 2e2x sin x+ e2x cos x.

3. Határozzuk meg a következő függvények lokális szélsőértékeit!

• f(x) = x2 − 4x+ 3.

Megoldás: Első lépésben meghatározzuk az f ′ zérushelyeit:

f ′(x) = 2x− 4 = 0,

ebből x = 2. Második lépés: ebben a pontban a második derivált: f ′′(x) =
2 > 0, tehát a függvénynek egyetlen lokális szélsőértéke van, az x = 2
pontban lokális minimum, értéke: f(2) = −1.
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• f(x) = −x3 + 3x2 + 1.

Megoldás: Meghatározzuk az f ′ zérushelyeit:

f ′(x) = −3x2 + 6x = −3x(x− 2) = 0,

ebből x = 0, vagy x = 2. A második derivált: f ′′(x) = −6x + 6, tehát
f ′′(0) = 6 > 0, ı́gy x = 0 lokális minimumhely, s a lokális minimum értéke
f(0) = 1, másrészt f ′′(2) = −6 < 0, tehát x = 2 lokális maximumhely, s
a lokális maximum értéke f(2) = 5.

• f(x) = x
x2+1 .

Megoldás: Meghatározzuk az f ′ zérushelyeit:

f ′(x) =
1

x2 + 1
− 2x2

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2
= 0,
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ebből x = 1, vagy x = −1. A második derivált: f ′′(x) = 8x3

(x2+1)
3 −

6x
(x2+1)

2 , ı́gy f ′′(1) = −1
2 < 0 tehát x = 1 lokális maximumhely, s a lokális

maximum értéke f(1) = 1
2 . Másrészt, f ′′(−1) = 1

2 > 0, tehát x = −1
lokális minimumhely, s a lokális minimum értéke: f(−1) = −1

2 .

• f(x) = sin x+ cos x a [0, 2π] intervallumon.

Megoldás: Meghatározzuk az f ′ zérushelyeit:

f ′(x) = cos x− sinx = 0,

ebből tan x = 1, és x = π
4 vagy x = 5π

4 . A második derivált f ′′(x) =

− sinx− cos x. Ezért f ′′(π4 ) = −
√
2 < 0, tehát π

4 lokális maximumhely, a

lokális maximum értéke f(π4 ) =
√
2. Másrészt, f ′′(π4 ) =

√
2 > 0, tehát 5π

4

lokális minimumhely, a lokális minimum értéke pedig f(5π4 ) = −
√
2.

• f(x) = x4 − 4x2.

Megoldás: Meghatározzuk az f ′ zérushelyeit:

f ′(x) = 4x3 − 8x = 4x(x2 − 2),

ezért x = 0, vagy x = ±
√
2. A második derivált: f ′′(x) = 12x2 − 8, ı́gy

f ′′(0) = −8 < 0, tehát a 0 lokális maximumhely, s a lokális maximum

4



értéke f(0) = 0. Másrészt, f ′′(±
√
2) = 16 > 0, tehát ±

√
2 lokális mini-

mumhelyek, s a lokális minimum értéke mindkét pontban f(±
√
2) = −4.

4. Vizsgáljuk meg a következő függvények monotonitását és
konvexitását!

• f(x) = x3 − 3x.

Megoldás: Meghatározzuk azokat az intervallumokat, amelyeken a függvény
deriváltja állandó előjelű - ezek éppen a derivált szomszédos gyökei közti
intervallumok:

f ′(x) = 3x2 − 3 = 0,

tehát a gyökök x1 = −1, x2 = 1. A ]−∞,−1[ intervallumon az f ′ függvény
pozit́ıv, tehát f szigorúan növekvõ. A ]−1, 1[ intervallumon az f ′ függvény
negat́ıv, tehát f szigorúan csökkenõ. Végül, az ]1,+∞[ intervallumon az
f ′ függvény pozit́ıv, tehát f szigorúan növekvõ.

A konvexitás vizsgálatához a második deriváltra van szükség: f ′′(x) = 6x.
Ez x < 0 esetén negat́ıv, x > 0 esetén pedig pozit́ıv. Tehát a függvény a
]−∞, 0[ intervallumon konkáv, a ]0,+∞[ intervallumon pedig konvex.
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• f(x) = ln x.

Megoldás: a függvény a pozit́ıv számok halmazán van értelmezve. Az
elõbbiek mintájára

f ′(x) =
1

x
> 0

ezért a függvény szigorúan növekvő.

A konvexitáshoz a második derivált: f ′′(x) = − 1
x2 , ami az értelmezési

tartományon mindenütt negat́ıv, ezért a függvény konkáv.
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• f(x) = 1
x az ]0,∞[ intervallumon.

Megoldás: a függvény deriváltja f ′(x) = − 1
x2 , ami mindenütt negat́ıv,

ezért a függvény szigorúan csökkenő. Másrészt, a második derivalt f ′′(x) =
2
x3 az értelmezési tartományon mindenütt pozit́ıv, ezért a függvény konvex.

• f(x) = e−x2

.

Megoldás: a függvény deriváltja f ′(x) = −2xe−x2

, ami x < 0 esetén
pozit́ıv, x > 0 esetén negat́ıv, tehát a függvény a ]−∞, 0[ intervallumon
szigorúan nő, a ]0,+∞[ intervallumon pedig szigorúan csökken. A második

derivált: f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x2

, ami |x| <
√
2
2 esetén negat́ıv, |x| >

√
2
2

esetén pedig pozit́ıv, tehát a függvény a ]−∞,−
√
2
2 [ intervallumon konvex,

a ]−
√
2
2 ,

√
2
2 [ intervallumon konkáv, és a ]

√
2
2 ,+∞[ intervallumon konvex.
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• f(x) = tan x a
]
−π

2 ,
π
2

[
. intervallumon.

Megoldás: a függvény deriváltja f ′(x) = 1
cos2 x , ami a tan értelmezési

tartományán mindig pozit́ıv, tehát a függvény szigorúan nő. Másrészt, a
második derivált f ′′(x) = 2 sinx

cos2 x , ami a
]
−π

2 , 0
[
intervallumon negat́ıv, a]

0, π2
[
intervallumon pedig pozit́ıv, tehát a függvény a

]
−π

2 , 0
[
intervallu-

mon konkáv, a
]
0, π2

[
intervallumon pedig konvex.

5. Határozzuk meg a következő függvények érintőjének egyenletét az
adott pontban!

• f(x) = x2 az x = 1 pontban.

Megoldás: általában az érintő egyenlete az f függvény görbéjének (x0, f(x0)
pontjában

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Most f(x0) = f(1) = 1, f ′(x) = 2x, f ′(x0) = f ′(1) = 2, tehát az érintő
egyenlete

y = 2(x− 1) + 1 = 2x− 1.

• f(x) =
√
x az x = 4 pontban.

Megoldás: Esetünkben f(x0) = f(4) = 2, f ′(x) = 1
2
√
x
, f ′(x0) = f ′(1) =

1
2
√
4
= 1

4 , tehát az érintő egyenlete

y =
1

4
(x− 4) + 2 =

1

4
x+ 1.
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• f(x) = ln x az x = e pontban.

Megoldás: Esetünkben f(x0) = f(e) = 1, f ′(x) = 1
x , f

′(x0) = f ′(e) = 1
e ,

tehát az érintő egyenlete

y =
1

e
(x− e) + 1 =

x

e
.

• f(x) = 1
x az x = 2 pontban.

Megoldás: Esetünkben f(x0) = f(2) = 1
2 , f

′(x) = − 1
x2 , f

′(x0) =
f ′(2) = −1

4 , tehát az érintő egyenlete

y = −1

4
(x− 2) +

1

2
. = 1− x

4
.

• f(x) = sin x az x = π
2 pontban.

Megoldás: Esetünkben f(x0) = f(π2 ) = sin π
2 = 1, f ′(x) = cos x, f ′(x0) =

f ′(π2 ) = 0, tehát az érintő egyenlete

y = 0 · (x− π

2
) + 1 = 1.

6. Szélsőértékek és függvényvizsgálat

• Határozza meg az f(x) = lnx− x függvény lokális szélsőértékeit!

Megoldás: f ′(x) = 1
x − 1 = 0 ⇒ x = 1 f ′′(x) = − 1

x2 < 0, tehát x = 1-nél
lokális maximum van.

• Határozza meg az f(x) = xe−x függvény lokális szélsőértékeit!

Megoldás: f ′(x) = e−x − xe−x = e−x(1 − x) ezért x = 1. Másrészt
f ′′(x) = −e−x(1−x)+e−x(−1) = e−x(x−2), vagyis f ′′(1) = e−1(−1) < 0,
tehát x = 1-nél lokális maximum van.

• Határozza meg az f(x) = 1
x + x függvény lokális szélsőértékeit!

• Megoldás: f ′(x) = − 1
x2 + 1 = 0 ezért x = 1. Másrészt f ′′(x) = 2

x3 > 0 ,
tehát x = 1-nél lokális minimum van, melynek értéke 2.
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• Határozza meg az f(x) = x2

x2+1 függvény lokális szélsőértékeit!

Megoldás: f ′(x) = 2x(x2+1)−2x3

(x2+1)2 = 2x
(x2+1)2 ezért f ′(x) = 0, ha x = 0.

Másrészt, f ′′(x) = 2(x2+1)2−8x2(x2+1)
(x2+1)4 , tehát f ′′(0) = 2 > 0, vagyis x = 0

lokális minimumhely, s a lokális minimum értéke 0.

• Határozza meg az f(x) = sin x − cosx függvény szélsőértékeit a [0, 2π]
intervallumon!

Megoldás: f ′(x) = cos x+ sinx = 0 tehát tan x = −1, azaz x = 3π
4 , vagy

x = 7π
4 . A függvényértékek összehasonĺıtásával: f(3π/4) = sin(3π/4) −

cos(3π/4) =
√
2, és f(7π/4) = sin(7π/4)− cos(7π/4) = −

√
2. A végpon-

tokban a függvényérték −1. Ezért a zárt intervallumon a függvény mini-
muma −

√
2, ezt a 7π/4 pontban veszi fel, maximuma pedig

√
2, amit a

3π/4 pontban vesz fel.

7. Határértékek és a l’Hospital-szabály

• Számı́tsa ki a limx→0
sinx
x határértéket!

Megoldás: L’Hospital-szabály 0
0 alak: limx→0

sinx
x = limx→0

cosx
1 = 1.

• Számı́tsa ki a limx→∞
x
ex határértéket!

Megoldás: L’Hospital-szabály ∞
∞ alak: limx→∞

x
ex = limx→∞

1
ex = 0

• Számı́tsa ki a limx→0
1−cosx

x2 határértéket!

• Megoldás: L’Hospital-szabály 0
0 alak: limx→0

1−cosx
x2 = limx→0

sinx
2x = 1

2

• Számı́tsa ki a limx→0
tanx−x

x3 határértéket!

Megoldás: L’Hospital-szabály 0
0 alak:

lim
x→0

tan x− x

x3
= lim

x→0

1
cos2 x − 1

3x2
= lim

x→0

1− cos2 x

3x2 cos2 x
=

lim
x→0

2 cosx sin x

6x cos2 x− 3x2 · 2 cosx sin x
= lim

x→0

2 sinx

6x cosx− 3x2 · 2 sin x
=

lim
x→0

2 sinx
x

6 cosx− 6x · sin x
=

1

3
,

hiszen limx→0
sinx
x = 1.
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• Számı́tsa ki a limx→1
x2−1
x−1 határértéket!

Megoldás: Megoldás: L’Hospital-szabály 0
0 alak:

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1

2x

1
= 2

• Számı́tsa ki a limx→∞
lnx
x határértéket!

Megoldás: L’Hospital-szabály ∞
∞ alak:

lim
x→∞

ln x

x
= lim

x→∞

1/x

1
= lim

x→∞

1

x
= 0

• Számı́tsa ki a limx→0
ex−1−x

x2 határértéket!

Megoldás: Megoldás: L’Hospital-szabály 0
0 alak:

lim
x→0

ex − 1− x

x2
= lim

x→0

ex − 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2

• Határozza meg az f(x) = x2 +1 függvény érintőjének egyenletét az x = 1
pontban!

Megoldás: az érintő egyenlete az f függvény görbéjének (x0, f(x0)) pontjában

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Esetünkben f ′(x) = 2x, f ′(1) = 2, f(1) = 2, tehát az érintő egyenlete:
y = 2(x− 1) + 2 = 2x

8. Inflexiós pontok, implicit differenciálás

• Határozza meg az f(x) = x3 − 3x2 + 2x függvény inflexiós pontjait!

Megoldás: az inflexiós pontok a függvénygörbe azon pontjai, amelyek-
ben konvex és konkáv ı́v csatlakozik. Kétszer differenciálható függvények
esetében ez azokat a pontokat jelenti, amelyekben a második derivált 0
és f ′′ előjelet vált, háromszor differenciálható függvények esetében pedig
azokat a pontokat, amelyekben f ′′ nulla, f ′′′ pedig nem nulla. Esetünkben
f ′′(x) = 6x − 6, tehát a második derivált zérushelye az f ′′(x) = 0 egyen-
letből x = 1, s mivel f ′′′(x) = 6, ezért f ′′′(1) = 6 ̸= 0, tehát x = 1 inflexiós
pont.
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• Deriválja implicit módon az x2 + y2 = 25 egyenletet!

Megoldás: Az F (x, y) = 0 implicit alakban megadott függvények esetében
feltételezzük, hogy y = f(x), ezért x szerinti differenciálással az Fx(x, y)+
Fy(x, y)y

′ = 0, amelyből y′-t kell kifejezni

y′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)

módon. Itt Fx, ill. Fy az F függvény x, ill. y szerinti deriváltját jelenti.
Az implicit differenciálás eredményeként nem feltétlenül explicit módon
kapjuk meg a y′ deriváltat, hanem x és y függvényeként.

Esetünkben
2x+ 2y · y′ = 0

ezért y′ = −x
y .

• Deriválja implicit módon az x3 + y3 = 6xy egyenletet!

Megoldás:
3x2 + 3y2 · y′ = 6y + 6x · y′

s ebből y′ = 3x2−6y
6x−3y2 .

• Az x(t) = t2, y(t) = ln t paraméteresen adott görbe esetén számı́tsa ki
dy
dx-et!

Megoldás: dy
dx = dy/dt

dx/dt =
1/t
2t = 1

2t2 .

• Az x(t) = sin t, y(t) = cos t paraméteresen adott görbe: esetén számı́tsa
ki dy

dx-et!

Megoldás: dy
dx = dy/dt

dx/dt =
− sin t
cos t = − tan t.

• Határozza meg az f(x) = x3 − 6x2 + 9x függvény inflexiós pontjait!

Megoldás: Az f ′′(x) = 6x − 12 = 0 egyenletből x = 2. Ugyanakkor
f ′′′(x) = 6 ̸= 0, ezért x = 2 inflexiós pont.
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9. Alkalmazások

• Egy test mozgását az s(t) = t3 − 6t2 +9t függvény ı́rja le. Határozza meg
a sebességét és gyorsulását t = 2-nél!

Megoldás: v(t) = s′(t) = 3t2 − 12t+ 9, ezért v(2) = 3 · 4− 24 + 9 = −3
valamint a(t) = s′′(t) = 6t− 12 amiből a(2) = 0.

• Egy vállalat költségfüggvénye: C(x) = 100 + 5x + 0.1x2. Határozza meg
a határköltséget x = 10-nél!

Megoldás: A ”határköltség” (angolul: marginal cost) a közgazdaságtanban
azt jelenti, hogy mennyivel nő a teljes költség, ha egy egységgel növeljük a
termelést. Ez tehát a termelés változóköltségének pillanatnyi ”sebessége”.
Formálisan, a határköltség a költségfüggvény deriváltja: MC(x) = C ′(x).
Esetünkben MC(x) = C ′(x) = 5 + 0.2x ⇒ MC(10) = 7.

• Egy termék árbevétel-függvénye: R(x) = 20x − 0.5x2. Határozza meg a
maximális árbevételt!

Megoldás: Az R függvény maximumát kell meghatározni: A derivált
zéruhelye az R′(x) = 20 − x = 0 egyenlvétel:et alapján x = 20, s mivel
R′′(x) = −x, R′′(20)) = −20, ezért x = 20 lokális maximumhely. Másodfokú
függvény esetében ez egyben globális maximumhely, ı́gy a maximális árbe
R(20) = 400− 200 = 200.

• Egy négyzet alapú egyenes hasáb alakú doboz egyik csúcsából kiinduló
éleinek összhossza 10 cm. Határozza meg, hogy milyen élhosszak mellett
lesz maximális a térfogat!

Megoldás: Ha a négyzet alap oldala x cm, akkor a négyzet csúcsából
kiinduló haramdik él hossza 10−2x, tehát a térfogat V (x) = x2(10−2x) =
10x2 − 2x3. Ekkor a V ′(x) = 20x − 6x2 = 0 egyenlet alapján x = 0 vagy
x = 10

3 . Az x = 0 nyilván nem jön szóba. Másrészt V ′′(x) = 20 − 12x,
V ′′(103 ) < 0, ı́gy a keresett maximum V (103 ) =

1000
27 .

• Adott az f(x) = x4 − 4x3 + 10 függvény. Határozza meg a minimumát!

Megoldás: f ′(x) = 4x3−12x2 = 4x2(x−3), ennek gyökei x = 0 és x = 3.
Mivel f ′′(x) = 12x2 − 24x, ezért f ′′(3) = 108 − 72 = 36 > 0, ami azi,
hogy x = 3 lokális minimum. Mivel f ′′(0) = 0 és f ′′′(0) ̸= 0, ı́gy x = 0
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nem szélsőértékhely. Negydfokú paraboláról lévén szó, x = 3 abszolút
minimum.

• Adott az f(x) = x2

x+1 függvény. Határozza meg a minimumát!

Megoldás: Az f az x = −1 pontban nincs értelmezve, x = −1-ben
baloldali határértéke −∞, tehát abszolút minimuma nincs.

f ′(x) =
2x(x+ 1)− x2

(x+ 1)2
=

x(2x+ 2− x)

(x+ 1)2
=

x(x+ 2)

(x+ 1)2
,

ennek zérushelyei x = 0 és x = −2. A második derivált f ′′(x) = 2
(x+1)3 ,

ezért f ′′(0) = 2, f ′′(−2) = −2 Tehát x = 0 lokális minimumhely, a lokális
minimum értéke pedig 0

• Adott az f(x) = x2e−x függvény. Határozza meg a maximumát!

Megoldás: A függvény határertéke −∞-ben +∞, tehát abszolút maxi-
muma nincs. Az f ′(x) = 2xe−x − x2e−x = xe−x(2 − x) = 0 egyenletből
x = 0 vagy x = 2. A második derivált

f ′′(x) = e−x(x2 − 4x+ 2),

ezért f ′′(0) > 0 és f ′′(2) < 0, tehát x = 2 lokális maximumhely, s a
maximumérték: f(2) = 4

e2 .

• Adott az f(x) = ln x− x+ 2 függvény. Határozza meg a szélsőértékeit!

Megoldás: A függvény a ]0,+∞[ intervallumon van értelmezve, határértéke
0-ban és +∞-ben egyaránt −∞, ı́gy abszolút minimuma nincs. A derivált
f ′(x) = 1

x−1 = 0 egyetlen zérushelye x = 1, Mivel f ′′(x) = − 1
x2 < 0, ebben

a pontban a függvénynek lokális maximuma van, értéke 1. Másrészt, mivel
a második derivált mindig negat́ıv, a függvény konkáv, s ebből látható,
hogy ez egyben abszolút maximum.
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