MATEMATIKA 1.

Végtelen sorok

Legyen (a,) egy valds szamsorozat. Az (a,) sorozathoz tartozd részletdsszegek
sorozata az (s,) sorozat, ahol n = 0,1,... esetén

Sp, =ap+ay + -+ ap.

Akkor mondjuk, hogy a > a, végtelen sor konvergens, ha az (s,) sorozatnak létezik
véges hatarértéke, s ezt a hatarértéket a > a, sor dsszegének nevezzik. Ezt igy
jeloljik:

o0

g a, = lim s,.
n—0oQ

n=0

Mivel a sor konvergenciajat bizonyos sorozat konvergencidjaval értelmezziik,
ezért ha a > a, és Y b, sorok konvergensek, akkor > (a, =+ b,) Osszegiik, il-
letve kiilonbségiik is, valamint a ) c- a, sor is, és az Osszegekre fennall:

Z(anﬂ:bn):Zanian, Zc-an:c-Zan.

Ha az (s,) sorozatnak +oo vagy —oo a hatarértéke, akkor hasznalhatjuk a

o0 o0
Z a, = +oo illetve Z a, = 400
n=0 n=0

jeloléseket. Ezt kifejezhetjiik tgy, hogy a sor Osszege +oo, vagy —oo, de a sor
divergens! Ha az (a,,) sorozat kezd6 tagja nem 0, hanem 1, vagy esetleg barmely mas
positiv egész, akkor a fenti jeloléseket s,-el, illetve a a sor 0sszegével kapcsolatban
értelemszeriien modositjuk.

Legyen pl. a, = % A megfelel6 Zn% sort harmonikus sornak nevezziik. Ekkor
nyilvan n > 0, és a Z% sor részletosszegei a kovetkezo alaktuak: s; = 1,59 =
1+ %, So =1+ % + %, stb. A Y % sor Osszegét pedig — ha létezik — Y > % jelolné
(ami egyébként +oo, amint azt latni fogjuk.)

Az els6 fontos észrevétel az, hogy csakis egy nullsorozat tagjaibol képzett sor
lehet konvergens. Ez azonnal kovetkezik abbdl, hogy n > 1 esetén

Ap = Sp — Sp—1,

ha tehét az (s,,) sorozat véges hatarértékkel rendelkezik, mondjuk s, — s, akkor az
(sn_1) sorozat, amely az (s,) sorozat részsorozata is ugyanoda konvergél: s, 1 — s,
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s ebbdl adéddan a,, — 0. A konvergencidnak ez a sziikséges feltétele azonban nem
elegendd, amint azt hamarosan latni fogjuk.

Vilagos, hogy véges sok tag elhagyasa, vagy megvaltoztatasa nem befolyasolja a
sor konvergenciajat, de a konvergens sor 0sszegét természetesen megvaltoztathatja.

A > a, sort pozitiv tagu sornak nevezzik, ha a, > 0 teljestil minden n-re.
Nyilvdn minden pozitiv tagi sor részletosszegeinek (s,,) sorozata monoton novekvo
sorozat, aminek akkor és csak akkor van véges hatarértéke, ha (s,,) felilrdl korlatos.

Ennek az egyszerl észrevételnek a segitségével konnyen be tudjuk bizonyitani,
hogy Zn% = +00. Vegyiik észre, hogy

s1=1,89 = 1+1m—1+1+(y+5>1+1+@430—1+1+—_1+3
2’ 2 3 47 2 4 4 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
%_1+§+(§+?+45+6+§+§)2
1 1 1 1 1 1 1 3
1+§+(Z ﬁ+{§+§+§+§):1+?
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4
816:1—|—§+(§—|—Z)+(5+6+?+§)+(§+E+ —|—1—6)>1—|—§
és hasonldan folytatva
82%214-%.

Mivel az n — 1+ 7% sorozat feliilr6l nem korldtos, igy (s,) sem az, kévetkezésképpen
lim,, o0 S, = 400, ezért

Ezzel egyben paldat kaptunk olyan pozitiv tagi nullsorozatra, melybol képzett sor
divergens. Tehdt a a, — 0 feltétel a ) a, sor konvergenciajanak szitkséges, de
nem elegendo feltétele.

Most tekintsiik aznnn 3y sort. Ekkor
1 1 1 2-1,3-2 (n+1)-
1223 Thimry 1.2 23 n-(n+1)
0 ( D+ G2 G -
47 7 \n n+1/) n+1’

hiszen az els6 zaIOJelben az 1 és az utolsé zardjelben a —#1 kivételével az Osszes
tobbi tag egyszer — egyszer pedig + eldjellel szerepel. Ezért




tehat a sor konvergens, és oOsszege 1.

Ennek alapjan még egy érdekes sor konvergenciajat igazolhatjuk. Vizsgaljuk a
>on # sort. Most S, jelolje az n-edik részletosszeget, amit az el6z0 sor részletosszegeivel
akarunk osszehasonlitani.

Spr = —— b I Ly ! <
T 2.2 7303 nn (n+l)-(n+1) =

| 1
R T S I
R I T T R i D

ahol s,, az el6z0 példaban szerepel. Mivel ott a sor pozitiv tagu, és lattuk, hogy
konvergens, ezért (s,) felilrdl korlatos, tehat (S,) is feliilrdl korlatos. Ezért a
o # sor konvergens. Megjegyezziik, hogy ebbdl a szamitasbol nem deriil ki, hogy
mennyi a y # sor osszege. Az viszont érdekes megfigyelés, hogy ha a pozitiiv
egészek reciprokait adjuk ossze, egyre tobbet, akkor az Osszeg tetszolegesen nagy
lehet, hiszen ) % = 400, am ha csak a négyzetszamok reciprokait, akkor az 0sszeg

egy fels6 korlat alatt marad.

Majorans és minorans kritérium

A fenti eljaras elvezet a pozitiv tagi sorok konvergenciajaval kapcsolatos fontos
kritériumhoz: ha ) a, és > b, pozitiv tagi sorok, és a, < b, teljesiil minden
elég nagy n-re, akkor

1) ha ) by, konvergens, akkor ) a, is konvergens (majordns kritérium),
2) ha > a, divergens, akkor ) b, is divergens (minordns kritérium).

A fenti példaban pontosan ezt alkalmaztuk a

1 - 1
n? n(n—1)

egyenlotlenség alapjan, ami nyilvan fennall n > 1 esetén. Ebbol az is kovetkezik,
hogy barmely a > 2 valés szdm esetén a ) n% sor konvergens, hiszen a > 2 esetén
1 L {gy a majordns kritériumot alkalmazhatjuk.

ne — p2»

Osszehasonlité kritérium
A kovetkez6 eljaras ugyancsak pozitiv tagi sorok esetén haszznalhaté. Legyenek
an, b, > 0 valés szamsorozatok, melyekrdl tegyiik fel, hogy létezik a pozitiv hatarérték

by,
lim — > 0.

n—oo a"I’L

Ekkor a > a, és Y by, sorok egyszerre konvergensek, vagy divergensek. Egyszerii

C A SRR 3n2—2n+5 :
alkalmazdsként vizsgdljuk meg a ) 5= e as sor konvergencidjat.  Mivel a
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nevezo eggyel magasabb fokd, mint a szamlédld, igy célszertinek latszik ezt a sort

a % harmonikus sorral osszehasonlitani, melyrol a fentiekben lattuk, hogy di-

1 b — 3n’—2n+5
y On

vergens. Tehat a kovetkezOt kapjuk: ha a, = - = S gnioags minden n > 1

természetes szam esetén, akkor

by, 3n*—2n +5n  3—Z4 2
a, 203482 —3n+7 243534 17
tehat
. by, 3
lim — =
n—oo (A, 2

kovetkezik. Mivel ez pozitiv, igy > a,-hez hasonléan »° b, is divergens.

Ez a gondolatmenet azt sugallja, hogy — legalabbis a pozitiv tagu sorok korében
— érdemes minél tobb konvergens, illetve divergens sort 0sszegyijteni, hogy majd
azokkal tovabbi sorokat osszehasonlithassunk, s eldonthessiik azok konvergenciajat,
illetve divergenciajat. Pl. a fenitek alapjan tudjuk, hogy ha a

1

na
n

sorban o > 2, akkor a sor konvergens, ha viszont a < 1, akkor a sor divergens.
Ez utébbi allitas o < 0 mar abbdl addédik, hogy ilyenkor (n%) nem nullsorozat,
0 < a <1 esetén pedig a divergens Zn% sorral tudjuk osszehasonlitani. Minda-
zonaltal, felvetodik a természetes kérdés, hogy mi a helyzet az 1 < a < 2 kitevo
esetén? Hol van az a pont 1 és 2 kozott, ahol a divergencia atcsap konvergenciaba?

Erre a késobbiekben fogunk vélaszolni.

Feladatok

LY e

Megolddas A majordns kritériumot hasznéljuk: han > 1, akkor n?—1 > (n—1)2,
ezért

Lo 1 11 1 1
4n2—1 " 4n2—4 4 n2—-1 4 (n—-1)72

say. # sor konvergens, igy annak }L—szerese is.

Ebbdl a szamitasbdél nem jutunk semmilyen informaciohoz a sor osszegével kap-
csolatban. A kovetkezd szamitdssal viszont a sor Gsszegét is megkapjuk.

A kovetkezoképpen szamolhatunk:

1 1
4n2 -1 (2n—1)(2n+1)




ezért

Ly by by !

Sy = —

1-3 3.5 5.7 (2n — 1)(2n + 1)
113—1 5-3 7-5 2n+1)— (2n— 1)

Sn—_|: _|_ ..._|_ :|:
2l1-3 " 35 " 5.7 2n—1)(2n + 1)

(0-3) G5+ G-+ G- w0

Lathatjuk, hogy ebben az osszegben csupan az els6 zardjelben az 1, az utolso
zardjelben pedig a —anﬂ azok a tagok, amelyek nem szerepelnek egyarant + és
— elgjellel, ezért

tehat a sor Osszege

1
2. ) T

Megold4s Ismét a majordns kritériumot hasznaljuk: mivel n? < 1 + n?, ezért
- +1n2 < #, tehat a sorunkat majoralja a > n—12 konvergens sor, ezért >

vergens.

3. Zn 2n1—1

Megoldas Most a minoréns kritériumot haznaljuk: mivel

1 N 1 11
m—1"2n 2 n’

kon-

1
n 14+n2

és a Zn% sor divergens, igy a % : 7% sor is divergens. A minordns kritérium miatt

tehat a nala "nagyobb” > an_l sor is divergens.

1
4. n2+2n+4

Megoldas A majorans kritérium alapjan a sor konvergens, hiszen

1 1

— <K )
n2+2n+4 n?

5. s

Megoldas Ismét a majorans kritérium alapjan kovetkezik a sor konvergencidja,
hiszen
nd — 4 >n?
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ha n > 1, ezért véges sok n kivételével n31_4 < #, s az utobbi, "kisebb” sor
konvergens, igy a "nagyobb” is.

2
6. 20 i

Megoldas Az el6zok mintajara

n? n? 1

<— ==
nt+2 nt n?’
tehdt a majordns kritérium alapjan a sor konvergens, hiszen Y. = konvergens.
n

n?+3n+7
7 Zn Vnb+14-2024

Megoldas Az 6sszehasonlité kritériumot alkalmazzuk. Mivel a szamlalé masodfok,
a nevezo pedig "1ényegében” harmadfokt, igy sorunkat célszertinek latszik a Zn%
sorral 0sszehasonlitani. Ekkor

n?+3n+7 1 nd43ni+Tn 14245 o

VS F 142024 n Sy 142024 [y, 1 oo

ami azt jelenti, hogy sorunk a Zn% sorhoz hasonléan divergens.

Vni=2n

8 2 \7/3n15—3472131—;’n+9

Megoldas Az eddigi feladatok megoldasdabdl levonhatunk egy olyan kovetkezte-
tést, hogy amennyiben hatvanyfiiggvények (beleértve a tortkitevéjii hatvanyokat,
tehdt a gyokoket is) szerepelnek egy tortkifejezés szamlaldjaban és nevezdjében,
akkor ez a tortkifejezés Osszehasonlithaté a > n% alaku sorokkal. Ha tehdat a tort-
kifejezésben a nevezo és a szamlalé legmagasabb fokszamu tagjainak kiilonbsége
legaldbb 2, tehat a nevez6 legalabb kettével magasabb foku, mint a nevezo, akkor
a sor konvergens, mert a ) # sorral osszehasonlithaté. Ha viszont ez a kiilonbség
nem nagyobb, mint 1, vagyis a nevezében a legmagasabb fokszam legfeljebb eggyel
nagyobb, mint a szamlaléban, akkor a sor divergens, mert a Zn% sorral ha-
sonlithaté 6ssze. Ha ezt a — nem til preciz — gondolatmenetet a h) sorra alkal-
mazzuk, akkor a szamldlé maximélis fokszdma 4/5, a nevezéé pedig 15/7, ezek
kiilonbsége — nevezé minusz szamlalé — pontosan 15/7 — 4/5 = 44/35, ami 1-nél
nagyobb, de 2-nél kisebb... Ez azt jelenti, hogy sem a divergens Zn% sorral, sem
a konergens » # sorral nem tudjuk gy o6sszehasonlitani, hogy a hanyados véges
pozitiv szamhoz konvergaljon — az eddigi mdédszereink erre a sorra nem miikodnek,

erosebb eszkozokre van sziikség. Erre a késobbiekben visszatériink.

Valtakozo6 elgjelt sorok

Természetesen a pozitiv tagu sorok mellett szamos egyéb fontos végtelen sor
felmeriil az alkalmazasokban, am altalanossagban egy tetszéleges sorrél nem sokat
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lehet mondani. Van azonban egy olyan tipus, az un. vdltakozo eldjeli sor, amelynek
konvergenciaja vizsgalhaté. Akkor mondjuk, hogy a ) a, sor valtakozd el6jeli, ha
ay - any1 < 0 teljestil minden n esetén. Természetesen ez a tulajdonséag is elegendo
ha csak elég nagy n-ekre teljesiil. Tehat

Egy véltakoz6 el6jelli sor nyilvan felirhat6 >, (—1)"a, alakban, ahol (a,) pozitiv
tagi sorozat. Ha itt (a,) monoton cstkkend nullsorozat, akkor a sor konvergens.
Ennek az un. Leibniz—kritériumnak egy alkalmazasa a Zn(—l)”% valtakozo eldjeli
sor esetében mutathaté meg. A Leibniz—kritérium feltételei nyilvan teljesiilnek,
hiszen valtakozé eldjelii sorrdl van szé, melynél (%) monoton csokkeno nullsorozat,
tehat a sor konvergens.

Mivel a nem feltétleniil csupa pozitiv (vagy csupa negativ) tagbdl allé sorok
vizsgalata nem konnyti, hiszen nincsenek altalanos tételek, ezért bevezetiink egy
tjabb fogalmat: akkor mondjuk, hogy a ) a, sor abszolit konvergens, haay . |a,|
sor konvergens. Nem nehéz megmutatni, hogy minden abszolit konvergens sor
konvergens, de — amint a harmonikus sor és a valtakozd el6jelii harmonikus sor
példdja mutatja — ez forditva nem igaz. Ha egy sor konvergens, de nem abszolut
konvergens, akkor feltételesen konvergemsnek mondjuk. Pl. a valtakozé el6jeli
harmonikus sor feltételesen konvergens.

A kovetkezokben két fontos konvergenciakritériumot ismertetiink abszolut kon-
vergenciaval kapcsolatban.

Hanyadoskritérium

Legyen (a,) nullatdl kiilonboz6 tagokbol allé sorozat.

1. Ha van olyan 0 < g < 1 szam, hogy |aZ—:1| < ¢ minden elég nagy n-re teljesiil,
akkor a ), a, sor abszolit konvergens.

|an+1‘
|an|

2. Ha lim,,_, < 1, akkor a ), a, sor abszolit konvergens.

3. Ha végtelen sok n esetén || > 1, akkor a ) a, sor divergens.

Gyokkritérium

1. Ha van olyan 0 < ¢ < 1 szam, hogy W < ¢ minden elég nagy n-re teljestil,
akkor a ) a, sor abszolut konvergens.

2. Ha limn — oo\/m < 1, akkor a ), a, sor abszolit konvergens.

3. Ha végtelen sok n esetén W > 1, akkor a ) a, sor divergens.

Ha egy sorrdl a hanyadoskritérium segitségével eldonthetd, hogy konvergens vagy
divergens, akkor a gyokkritérium segitségével is. Ez forditva nem igaz, tehat bi-
zonyos értelemben a gyokkritérium ”erosebb”. Ugyanakkor az alkalmazéasa éppen
az n-edik gyokot tartalmazo kifejezés miatt gyakran nehezebb. Persze, vannak



sorok, melyekrol egyik kritérium segitségével se donthet6 el, hogy konvergensek,
vagy divergensek.

Tegyiink egy kisérletet a > n% sorral, amelyrol egyelére 1 < a < 2 esetén nem
tudjuk, hogy konvergens vagy sem.

A hényadoskritériummal azt kapjuk, hogy

«
n+1 . n

n o
= = — 1,
an (n+ 1)« <n+1)

ami nem dont el semmit.

A gyokkritérium esetében

n1_<1)a_>1
no‘_’\”/ﬁ ’

ugyancsak nem kapunk valaszt. Tovabbra sem tudjuk tehat, hogy a > n~
1 < a < 2 esetén konvergens, vagy divergens.

* sor

Mértani sorok

A > ag-q" sort mértani sornak nevezziik, melynek kezdd tagja ag, hanyadosa q.
Nyilvan feltételezhetjiik, hogy ay és ¢ nem nulla. A hanyadoskritérium alapjan

|an—|—1‘ . |a0.qn+1‘ o

janl  lao-q"]

l4l,
ami azt jelenti, hogy a mértani sor pontosan |¢| < 1 esetén konvergens, s6t, abszoltt

konvergens. Az 6sszeget is kiszamithatjuk, hiszen |¢| < 1 esetén

qn+1 -1 ao

q—1 g—1

Integralkritérium

Legyen f : [a,00[— R nemnegativ monoton csokkend fiiggvény, a nemnegativ
egész. A Y f(n) sor akkor és csak akkor konvergens, ha az

—+00

f(x),dx

improprius integral konvergens.

Alkalmazzuk ezt a kritériumot az eddigi ”renitens” sorra: az

fla)=a"



fiiggvény pozitiv o és pozitiv a esetén teljesiti a feltételeket: monoton csokkend és
pozitiv értékli. Szamitsuk ki az improprius integralt: ha a > 1, akkor a — 1 > 0,

+00 t x—a—i—l t
r “dr = lim z “dr = lim [ } =
1 t—+oo Jy t—+oo L—ar + 111

: 1 1 1
lim = :
t=>+oo (1 —a)z*!  a—-1 a-—1

ami véges, tehdt a ) n% sor konvergens. Masrészt, azt mar tudjuk, hogy ez a sor
a < 1 esetén divergens, tehat az integralkritérium elég "erés” ahhoz, hogy ezt a
problémat teljesen megoldjuk. Tehat az % sorozat tagjait a-adik hatvanyra emelve
pontosan akkor kapunk konvergens sort, ha az « kitevé nagyobb, mint 1.

Feladatok

NP
Megoldas

e — en 1 1
P e Dbl B
n n n

Két mértani sor kiilonbségérol van szé: a kezdo tag mindkét esetben 1, a hanyados
pedig %, illetve e% Mivel e > 1, igy mindkét sor konvergens, és

Ze — € &
e3n e?—1

4"+5"
2. Yo,

Megoldas Itt is két mértani sorrél van szo,

SO () )

n n

LS S
1-1/3 1-5/6 2

n-2"
3.5, %2

Megoldas A hanyadoskritériumot alkalmazzuk,

a1 (n+ 1277137 2(n4+1)  2(1+41) 2
a, n-2n-30L 3np 3

ami kisebb, mint 1, igy a sor konvergens.
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4.3, S
Megoldas A hanyadoskritériumot alkalmazzuk,

il B 2024n+1_71ﬂﬁ4
a,  (n+1)2024.2024n

2024
— 2024 - ( ) s 2024,

n +

ami nagyobb, mint 1, igy a sor divergens.

2

5.5, (1-2)

Megoldas A gyokkritérium alapjan

ami kisebb, mint 1, igy a sor konvergens.
27L_|’_67L
6. > s

Megoldas Nyilvan

5”+6”< 6" 1 (6)”
2n 48 2.8 2 \8/)

g — % < 1, tehat konvergens, igy a

n
1 (6 . : ’
Ad 5 (g) sor mértani sor, hanyadosa
s kritérium alapjan az eredeti sor is konvergens.

majoran
7. >, %, ahol a > 0 valés szdm.

Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

n+1.7“ a

(p41 a
= — %
an a’-(n+1)! n+1

0,
ami kisebb, mint 1, ezért a sor konvergens.
n!
8. Dnm

Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

an+1:(n—i—1)!~n”:< n )n:(l_ 1 )nz (1_ 1 )_”‘1 n+1_>6—1’
a,  nl(n+ 1)+ n+1 n+1 n+1

ami kisebb, mint 1, igy a sor konvergens.
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1
9. Zn n-nn

Megoldas Az integralkritériumot hasznéljuk, az f(z) =
x > 2 esetén pozitiv és monoton csokkend. Ekkor

1
rzlnx

fuggvénnyel, ami

/ dr = lim dr = lim {lnlnaz} = lim [Inlnt—Inln2] = +oo,
2 rinx t=+o00 o xlnx t+00 9 totoo

ezért a sor divergens.
1
10. Zn n-(Inn)?

Megoldas Ismét az integralkritériumot hasznéljuk, az f(z) = m figgvénnyel,

ami x > 2 esetén pozitiv és monoton csokkeno. Azt kapjuk, hogy

+00 1 t 1 t 1 1 1
/ (— dr = lim dr = lim [—(ln l‘)_l} = lim —
) a

In x)? to+oo Jo wlnaw t—+00 2 to+oo lnt+ln2 T 2’

véges, tehat a sor konvergens.

11. Zn(—l)nngn

Megoldas Ez egy valtakozo el6jelii sor, melyre a Leibniz—kritérium alkalmazhato,

hiszen az n —» n13" monoton csokkeno nullsorozat. Ezért a sor konvergens. Megje-

gyezzik, hogy a gyokkritérium is alkalmazhaté:

1 IR 1
n-3" 3-n 3
ami kisebb, mint 1. A Leibniz—kritérium alapjan csak annyit tudunk, hogy a sor
konvergens, de a gyokkritérium még az abszolit konvergenciat is biztositja.

12. 3,4
Megoldas Az integralkritérium alapjan az f(x) = * fiiggvénnyel:

Tz

n

+00 1 t 1 :
/ —dx = lim —dxr = lim [ln :1:]1 = lim Int = 4o,
1 x t—400 1 T t——400 t—400

a sor divergens.
13. 5, &
. n nQ

Megoldas Az integralkritérium alapjan az f(x) = # fiiggvénnyel:

oo , t , 17t , 1
— dr = lim — dr = lim {——] = lim ——+1=1,
1 T t=+o00 J1 T t—400 rl1 t—+o0o ¢

a sor konvergens.
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14. >, &
Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

any1  n! 1

an (n+1)!:n+1

— 0,

a sor konvergens.

1
15. > NG
Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

An+1 . \/ﬁ

1
= — 0,

tehat a hanyadoskritérium nem mikodik. Alkalmazzuk az integralkritériumot az
flx) = \/LE fiiggvénnyel:

+eo 1 +eo 1 t 1 1-¢
/ —dr = / xr 2dxr = lim r 2dr = lim [2:55} | = oo,
RV 1 t—+oo Jq t—+00

a sor divergens.
16. > . (Vn+1—+/n)

Megoldas Két sor kiilonbségérol van szo, de mindegyiknek +o0o az 6sszege, ezért
a muveleti szabalyokat nem alkalmazhatjuk. Viszont

VAT V=

1 1 1 1
> = . )
Vn+l+yn —Vn+n+vn 142 Vn
tehat az eredeti sorunkat minoralja egy divergens sor, igy maga is divergens.
1

7. > 5

Megoldas Mivel /2 — 1, ezért a, = %@ nem nullsorozat, igy a sor divergens.

18. 2, o=

1

Megoldas Az eloz6 feladathoz hasonléan, 7 Dem nullsorozat, igy a sor diver-
gens.

1
19. Zn /0,0001

Megoldas Az el6z6 feladathoz hasonldan, ,\l/ﬁ nem nullsorozat, igy a sor
divergens.
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20. > n(n+05)

Megoldas Az el6z6 feladathoz hasonléan, n(n + 5) nem nullsorozat, igy a sor
divergens.

21. 3,

Megoldas Mivel

n2 n2 1

<— ==
nt4+2 " nt n?’

és > n% konvergens, igy a majorans kritérium alapjan a sorunk konvergens.
1
22. ) .- oy
Megoldas Mivel

1 1 1 1
> - .
n++vn = yn+vn 2 Jn
és > Ln konvergens, igy a minorans kritérium alapjan a sorunk divergens.
1
23. > me
Megoldas Mivel

1 1
n2+n — n?’

és > # konvergens, igy a majordns kritérium alapjdn a sorunk konvergens.

24. 3,(-1)"=

Megoldas A Leibniz—kritérium alapjan a sor konvergens.

25. 3, (=1)"=

Megoldas Az (—1)" \;ﬁ sorozat nem nullsorozat, igy a sor divergens.
2

26. > T

Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

i1 (n+1)2-3" 1 ( 1)2 1
_— - — . 1 % —
ay, n2 . 3ntl 3 + 3’

ami 1-nél kisebb, igy a sor konvergens.
27. 5, (1+1)
Megoldas Az 1 + % nem nullsorozat, igy a sor divergens.
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8. %, (1-1)
Megoldas Az 1 — % nem nullsorozat, igy a sor divergens.

29. 32, (3)"

Megoldas Mértani sor, melynek hanyadosa —1 < % < 1, igy a sor konvergens.

30. 35, (3)"

Megoldas Mértani sor, melynek hanyadosa 1 < g, igy a sor divergens.

3. 5,(-1)"

Megoldés Mivel (—1)"{/% nem nullsorozat, a sor divergens.

2n 4 3n
32. Y, 2
Megoldas Két mértani sor 6sszege, hdnyadosaik % és %, mindketté a | — 1, 1]
intervallumban, mindketté konvergens, igy az osszegiik is.
2
33. >, 5

Megoldas A gyokkritérium alapjan

. In? 1 2 1
Ya=3 (W) =35

ami kisebb, mint 1, igy a sor konvergens.

34. ), in

Megoldas A hanyadoskritériummal préobalkozunk:

an+1_3”+1-(n+1)!n”_3 ( n )n_g (1 1 >n_
a,  3"-nl(n+1)ntt n+1/ n+1/

1 —n—1 _HLH
3-((1 +1> ) |
n

a sor divergens.

35. >, &x

Megoldas Az el6z6 megoldas menetét kovetve azt kapjuk, hogy a végso hatarérték
2 - e~ ami kisebb, mint 1, igy a sor konvergens.
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3. 5, (4+ )

n 3 pr— 5

n
tehat a sorunkat majordljaa ) (%) mértani sor, mely konvergens, igy a majorans

kritérium alapjan sorunk is konvergens.

2\
37. 22, (= 3)
Megoldas Mértani sor, hanyadosa —%, igy —1 < —% < 1 miatt a sor konvergens.

1000™
38. Y, 000"

n!

Megoldas A hanyadoskritérium alapjan
any1  1000"T 1! 1000

= = —
a,  1000"(n+1)! n+1

igy a sor konvergens.
(n})?
Megoldas A hanyadoskritérium alapjan

a4 DIP-20)  (n+1) 1
a, ()2 2n+2)  202n+1) 4

ami 1-nél kisebb, igy a sor konvergens.
n+200) "
40. Zn (21—;—8))
Megoldas Ha n > 300, akkor
(n+200>n B (n+4+ 196>n B (1 n 196 >n - (1 n 1)% B (5>n
2n+8/ \ 2n+8 - \2 2n+8 2 3/  \6/°

’ n , . . ’7. , .
Tehat a ) (%) konvergens mértani sor majoralja sorunkat, igy az is konvergens.
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Sorok szorzasa, csoportositasa, atrendezése

Két véges Osszeg szorzasa ugy torténik, hogy az egyik Osszeg minden tagjat
megszorozzuk a masik 6sszeg minden tagjaval, s az igy keletkezo szorzatokat 6sszeadjuk.
Mivel véges sok szorzat keletkezik, igy azokat tetszoleges sorrendben osszeadhatjuk.

Ha végtelen osszegekkel is ezt a modszert kovetnénk, akkor meg kellene vizsgalni,
hogy ha a sor tagjait mas sorrendben adjuk 0ssze, akkor ez mennyiben befolyasolja a
konvergenciat. Az biztos, hogy ha dtrendezziik egy sor tagjait, akkor a részletosszegek
sorozata megvaltozhat. Tekintsiik a kovetkez6 sorozatot: a, = (—1)" ahol legyen
n=0,1,2,.... Ekkor a részletosszegek sorozata a kovetkezo:

so=1,51=14+(-1)=0,80=14+(-1)+1=1,...

felvaltva 0 és 1 — a részletosszegek (s,,) sorozata nyilvan divergens. Most rendezziik
at az a, sorozat tagjait a kovetkezd modon:

I+(-D)+1+-D)+(-D+1+(-D)+(-)+(-1)+1+...,

tehat egy darab 1l-es utan mindig eggyel tobb —1 kovetkezik. A részletosszegek
sorozata ekkor:

sop=1,81=0,89=1,83=0,84=—1,55 =0, = —1,87 = —2,58 = —3,59g = —2,...

Lathato, hogy az n novekedésével s, egyre nagyobb abszolit értékli negativ egész
szam lesz, tehat az igy keletkezett sor 0sszege +o0o. El lehet képzelni, hogy ilyen
modon azt is elérhetjiik, hogy az atrendezéssel apott 1j sor osszege —oo legyen.
Ez azt mutatja, hogy a végtelen sorok esetében nem feltétleniil érvényes a kommu-
tativitas: az Osszeg, ha egyaltalan létezik, fligghet a tagok sorrendtol. Ugyanez a
jelenség felléphet a tagok csoportositdasandl: ha a ) (—1)" sor tagjait kettesével

"zarojelezzik”:
Z ((_1)n + (_1)n+1)
n

akkor minden részletosszeg 0, igy a sor konvergens, és osszege 0. Ezekkel a problémakkal
kapcsolatban két alapvetd eredményre hivjuk fel a figyelmet:

1.) konvergens sor tagjait barmely moédon csoportositva (de nem atrendezve!)
az 1j sor is konvergens, és Osszege megegyezik az eredeti sor osszegével;

2.) abszoliut konvergens sor barmely atrendezése konvergens, és Osszege mege-
gyezik az eredeti sor Osszegével.

Ezek utan térjink vissza a sorok szorzasanak kérdéséhez. A legelterjedtebb
szorzasi modszer az un. Cauchy-szorzas. Ha ) a, és > b, két sor, akkor ezek
Cauchy-szorzatat a kitekezoképpen érelmezziik: legyen

n
Cp = g ag - bnfk
k=0
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minden n-re. Itt feltételezziik, hogy a sorok tagjai n = 0-t6l vannak szamozva; ha
pl. n = 1-tol, akkor értelemszetien a ¢, definiciéjaban k& = 1-t6l indul az Osszegzés.
A > ¢, sort nevezzitkk a Y a, és Y b, sorok Cauchy-szorzatdnak. Vegyiik észre,
hogy pontosan ezt az eljarast haszndaljuk két polinom szorzata egyiitthatéinak
kiszamitasakor.

Példaul, legyen a, = b, = (—=1)", han =0,1,.... A > a, és > b, sorok
Cauchy—szorzata a

DD aber=) > (DN (=)= Y ()" =) (1)"(n+1)

n k=0 n k=0 n k=0 n

sor. Egy madsik példa: legyen a, = %,bn = (—1)”%, tehat a harmonikus sor és a
valtakozé eldjelit harmonikus sor Cauchy—szorzatarol van szé. A definicié alapjan

n > 1 esetén . .
NS LD R D
C”_;k n—k _;k(n—k)'

Tehétpl 02:a1-b1:—1,03:a1-bg+a2-b1:1-%4—1-(—1):0,

04:a1-bg—|—a2~bg—|—a3-b1:—%—Fi—k%-(—l):—%, Stb.
A végtelen sorok szorzasaval kapcsolatos legfontosabb eredmény Mertens tétele,
mely szerint ha két konvergens valdos szamsor koziil legalabb az egyik abszolut

konvergens, akkor Cauchy—szorzatuk konvergens, és Osszege a két sor Osszegének
szorzataval egyenlo.

Feladatok

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil melyek feltételesen konvergensek, ill.
abszolut konvergensek.

1
D 2 e

Megoldas

3
2

144 / . é / / 44 —_— .o / .
A nevez6 nagysagrendje n2, igy célszerii a Y | n~2 sorral Osszehasonlitani:

=N

[\CI[9N)

(n+1) nt=

L 3
ami pozitiv, a > n~2

N sor pedig konvergens, igy az 1) sor konvergens.
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- 1
;10n+3;

Megoldas

Hasonlitsuk 6ssze a ), + divergens sorral!

3)
= 1
S
;( ) \/ﬁ?
Megoldas

Leibniz-tétel alapjan konvergens.

4)
!

n=1 o"
Megoldas

Alkalmazzuk a héanyadoskritériumot: divergens.

5)

It
“— 3n — 1’
Megoldas

Hasonlitsuk Gssze a ), + divergens sorrall

6)

Megoldas

Alkalmazzuk a gyokkritériumot: konvergens.
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>, 100"
Z n! !

n=1

Megoldas
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot: konvergens.

8)

. 3"p)

n=1

Megoldas

Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

an+1_3"+1-(n—|—1)!-n”_3 ( n )n_3 (1 1 )ﬂ_
a, (n+1)ntl.3n.nl n+1/ B

1\l a
3-[(1— ) } T3
n-+1

a sor divergens.

9)
- 1
(_1)n+1n_7
Megoldas
Mivel (_1)%1% nem nullsorozat, a sor divergens.
10)
(0.¢] 271
1 n+l1< |
>
Megoldas
Meg kell vizsgalnunk, hogy az a,, = % sorozat nullsorozat-e. Nyilvan
2 (n*—2n—1)>0
pi1 — Ay = ———=(n" — 2n —
H n?(n+1)?

ha n > 3. Tehét a sorozat — az els6 két tagjat leszamitva — monoton novekvo,

és pozitiv tagu, igy nyilvan nem lehet nullsorozat, ezért a sor divergens.
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11)

12)

13)

14)

ZOO: n+2—+vn—-2
n=2 ne
Megoldas
Egyszeri atalakitassal a kovetkezot kapjuk:

Vn+2—+vn—-2 4
no Cne(Vn 24+ vn - 2)

Ezt a sort a > n~*"z sorral hasonlitjuk Gssze:

2 2

n=" 2 n(Vn+ 2+ v/n — 2) _(Wn+2+vn-2) (\/1+E+\/1_ﬁ)
4 - 4y/1 B 4

Mivel a ) n~"2 sor akkor és csak akkor konvergens, ha o +% > 1, ezért a 11)

sor akkor és csak akkor konvergens, ha o > %

Megoldas

Ha |a| > 1, akkor a sor nyilvan divergens, hiszen ekkor aV™ nem nullsorozat. Ha
a < 0, akkor aV" értelmezése problematikus. Ha 0 < a < 1, akkor alkalmazzuk
az integralkritériumot az f(x) = aV® fiiggvénnyel: a sor konvergens.

nz::l (a-n+0b)
Megoldas
Alkalmazzuk az Osszehasonlité kritériumot a ) — sorral.
i 1
“— In(n)
Megoldas

Alkalmazzuk a minorans kritériumot a Zn% sorral: a sor divergens.
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15)

—~ 1
ann(n);

n=2
Megoldas
Alkalmazzuk az integralkritériumot az f(x) = mﬁw fiiggvénnyel: a sor divergens.
16)
>
“~ nln(n)In(In(n))’
Megoldas
Alkalmazzuk az integralkritériumot az f(z) = m fiiggvénnyel: a sor di-
vergens.
17)
i n+/n
c~ n?—n ’
Megoldas

Alkalmazzuk az 0sszehasonlité kritériumot a Zn% sorral: a sor divergens.

18)

Oon—i—a
>

n=1
Megoldas
Az ”T*a nem nullsorozat, a sor divergens.
19)
>
1+ a”’
Megoldas
Ha |a| < 1, akkor H% nem nullsorozat, igy a sor divergens. Ha a < —1, akkor

a Leibniz—kritérium alapjan a sor konvergens. Ha a > 1, akkor

1 1 I\n
A
14a® a® a
mértani sor, hanyadosa % < 1, igy konvergens, tehat a majorans kritérium
alapjan az eredeti sor is konvergens.
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Vizsgaljuk meg, hogy mely x valds szamok esetén konvergensek a kovetkezo
sorok?

1.

>4

n=1

)%

Megoldas

Mértani sorrdl van sz6, melynek hanyadosa £, igy a sor |z| < 3 esetén konver-
gens, |z| > 3 esetén divergens.

Megoldas

Mértani sorrdl van sz6, melynek hanyadosa x — 4, igy a sor |x — 4| < 1 esetén
konvergens, |x — 4| > 1 esetén divergens. Tehat ha 3 < z < 5, akkor a sor
konvergens, egyébként divergens.

00
E : ANy
n=1

Megoldas

Mértani sorrdl van szé, melynek hényadosa 4z, igy a sor |z| < }L esetén kon-
vergens, egyébként divergens.

S ear

Megoldas
Mértani sorrél van szd, melynek kezdo tagJa , hanyadosa x—+3 , igy a sor

|z + 3| < 2 esetén konvergens, egyébként dlvergens.
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S o
“—~ nln(n)

Megoldas

Az integralkritérium alapjan minden x # 0 esetén a sor divergens, x = 0
esetén nyilvan konvergens.

Megoldas

A gyokkritérium alapjan a sor |r| < 1 esetén konvergens, |z| > 1 esetén
divergens. Ha x = 1, akkor az integralkritérium alapjan, ha pedig x = —1,
akkor a Leibniz—kritérium alapjan konvergens a sor.

OOZC

Megoldas

A gyokkritérium alapjan a sor |z|] < 1 esetén a sor konvergens, egyébként
divergens.

. k
Z (n i )x” (k adott pozitiv egész)

n

Megoldas

A hényadoskritérium alapjén a sor |x| < 1 esetén a sor konvergens, egyébként
divergens.

Z nln(x)’
n=1
Megoldés
A Y = sorral dsszehasonlitva a sor Inz < —1 esetén konvergens, azaz x < %

esetén konvergens, egyébként divergens.
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