
MATEMATIKA I.

Végtelen sorok

Legyen (an) egy valós számsorozat. Az (an) sorozathoz tartozó részletösszegek
sorozata az (sn) sorozat, ahol n = 0, 1, . . . esetén

sn = a0 + a1 + · · ·+ an.

Akkor mondjuk, hogy a
∑
an végtelen sor konvergens, ha az (sn) sorozatnak létezik

véges határértéke, s ezt a határértéket a
∑
an sor összegének nevezzük. Ezt ı́gy

jelöljük:
∞∑
n=0

an = lim
n→∞

sn.

Mivel a sor konvergenciáját bizonyos sorozat konvergenciájával értelmezzük,
ezért ha a

∑
n an és

∑
n bn sorok konvergensek, akkor

∑
n(an ± bn) összegük, il-

letve különbségük is, valamint a
∑

n c · an sor is, és az összegekre fennáll:∑
n

(an ± bn) =
∑
n

an ±
∑
n

bn,
∑

c · an = c ·
∑
n

an.

Ha az (sn) sorozatnak +∞ vagy −∞ a határértéke, akkor használhatjuk a

∞∑
n=0

an = +∞ illetve
∞∑
n=0

an = +∞

jelöléseket. Ezt kifejezhetjük úgy, hogy a sor összege +∞, vagy −∞, de a sor
divergens! Ha az (an) sorozat kezdő tagja nem 0, hanem 1, vagy esetleg bármely más
posit́ıv egész, akkor a fenti jelöléseket sn-el, illetve a a sor összegével kapcsolatban
értelemszerűen módośıtjuk.

Legyen pl. an = 1
n . A megfelelő

∑
n

1
n sort harmonikus sornak nevezzük. Ekkor

nyilván n > 0, és a
∑

1
n sor részletösszegei a következő alakúak: s1 = 1, s2 =

1 + 1
2 , s2 = 1 + 1

2 + 1
3 , stb. A

∑
n

1
n sor összegét pedig – ha létezik –

∑∞
n=1

1
n jelölné

(ami egyébként +∞, amint azt látni fogjuk.)

Az első fontos észrevétel az, hogy csakis egy nullsorozat tagjaiból képzett sor
lehet konvergens. Ez azonnal következik abból, hogy n ≥ 1 esetén

an = sn − sn−1,

ha tehát az (sn) sorozat véges határértékkel rendelkezik, mondjuk sn → s, akkor az
(sn−1) sorozat, amely az (sn) sorozat részsorozata is ugyanoda konvergál: sn−1 → s,
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s ebből adódóan an → 0. A konvergenciának ez a szükséges feltétele azonban nem
elegendő, amint azt hamarosan látni fogjuk.

Világos, hogy véges sok tag elhagyása, vagy megváltoztatása nem befolyásolja a
sor konvergenciáját, de a konvergens sor összegét természetesen megváltoztathatja.

A
∑

n an sort pozit́ıv tagú sornak nevezzük, ha an ≥ 0 teljesül minden n-re.
Nyilván minden pozit́ıv tagú sor részletösszegeinek (sn) sorozata monoton növekvő
sorozat, aminek akkor és csak akkor van véges határértéke, ha (sn) felülről korlátos.

Ennek az egyszerű észrevételnek a seǵıtségével könnyen be tudjuk bizonýıtani,
hogy

∑
n

1
n = +∞. Vegyük észre, hogy

s1 = 1, s2 = 1 +
1

2
, s4 = 1 +

1

2
+
(1

3
+

1

4

)
≥ 1 +

1

2
+
(1

4
+

1

4

)
= 1 +

1

2
+

1

2
= 1 +

2

2
,

s8 = 1 +
1

2
+
(1

3
+

1

4

)
+
(1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
≥

1 +
1

2
+
(1

4
+

1

4

)
+
(1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
= 1 +

3

2
,

s16 = 1 +
1

2
+
(1

3
+

1

4

)
+
(1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+
(1

9
+

1

10
+ · · ·+ 1

16

)
≥ 1 +

4

2
és hasonlóan folytatva

s2n ≥ 1 +
n

2
.

Mivel az n 7→ 1+ n
2 sorozat felülről nem korlátos, ı́gy (sn) sem az, következésképpen

limn→∞ sn = +∞, ezért ∑
n

1

n
= +∞.

Ezzel egyben páldát kaptunk olyan pozit́ıv tagú nullsorozatra, melyből képzett sor
divergens. Tehát a an → 0 feltétel a

∑
n an sor konvergenciájának szükséges, de

nem elegendő feltétele.

Most tekintsük a
∑

n
1

n(n+1) sort. Ekkor

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

2− 1

1 · 2
+

3− 2

2 · 3
+ · · ·+ (n+ 1)− n

n · (n+ 1)
=

(1− 1

2
) +

(1

2
− 1

3

)
+
(1

3
− 1

4

)
+ ...+

(1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
,

hiszen az első zárójelben az 1 és az utolsó zárójelben a − 1
n+1 kivételével az összes

többi tag egyszer − egyszer pedig + előjellel szerepel. Ezért∑
n

1

n(n+ 1)
= lim

n→∞
1− 1

n+ 1
= 1,
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tehát a sor konvergens, és összege 1.

Ennek alapján még egy érdekes sor konvergenciáját igazolhatjuk. Vizsgáljuk a∑
n

1
n2 sort. Most Sn jelölje az n-edik részletösszeget, amit az előző sor részletösszegeivel

akarunk összehasonĺıtani.

Sn+1 =
1

1 · 1
+

1

2 · 2
+

1

3 · 3
+ · · ·+ 1

n · n
+

1

(n+ 1) · (n+ 1)
≤

1

1 · 1
+

1

2 · 1
+

1

3 · 2
+ · · ·+ 1

n · (n− 1)
+ +

1

(n+ 1) · n
= 1 + sn,

ahol sn az előző példában szerepel. Mivel ott a sor pozit́ıv tagú, és láttuk, hogy
konvergens, ezért (sn) felülről korlátos, tehát (Sn) is felülről korlátos. Ezért a∑

n
1
n2 sor konvergens. Megjegyezzük, hogy ebből a számı́tásból nem derül ki, hogy

mennyi a
∑

n
1
n2 sor összege. Az viszont érdekes megfigyelés, hogy ha a pozitíıv

egészek reciprokait adjuk össze, egyre többet, akkor az összeg tetszőlegesen nagy
lehet, hiszen

∑
n

1
n = +∞, ám ha csak a négyzetszámok reciprokait, akkor az összeg

egy felső korlát alatt marad.

Majoráns és minoráns kritérium
A fenti eljárás elvezet a pozit́ıv tagú sorok konvergenciájával kapcsolatos fontos

kritériumhoz: ha
∑

n an és
∑

n bn pozit́ıv tagú sorok, és an ≤ bn teljesül minden
elég nagy n-re, akkor

1) ha
∑

n bn konvergens, akkor
∑

n an is konvergens (majoráns kritérium),

2) ha
∑

n an divergens, akkor
∑

n bn is divergens (minoráns kritérium).

A fenti példában pontosan ezt alkalmaztuk a

1

n2
<

1

n(n− 1)

egyenlőtlenség alapján, ami nyilván fennáll n > 1 esetén. Ebből az is következik,
hogy bármely α ≥ 2 valós szám esetén a

∑
n

1
nα sor konvergens, hiszen α ≥ 2 esetén

1
nα ≤

1
n2 , ı́gy a majoráns kritériumot alkalmazhatjuk.

Összehasonĺıtó kritérium
A következő eljárás ugyancsak pozit́ıv tagú sorok esetén haszználható. Legyenek

an, bn > 0 valós számsorozatok, melyekről tegyük fel, hogy létezik a pozit́ıv határérték

lim
n→∞

bn
an

> 0.

Ekkor a
∑

n an és
∑

n bn sorok egyszerre konvergensek, vagy divergensek. Egyszerű
alkalmazásként vizsgáljuk meg a

∑
3n2−2n+5

2n3+8n2−3n+7 sor konvergenciáját. Mivel a
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nevező eggyel magasabb fokú, mint a számláló, ı́gy célszerűnek látszik ezt a sort
a
∑

1
n harmonikus sorral összehasonĺıtani, melyről a fentiekben láttuk, hogy di-

vergens. Tehát a következőt kapjuk: ha an = 1
n , bn = 3n2−2n+5

2n3+8n2−3n+7 minden n ≥ 1
természetes szám esetén, akkor

bn
an

=
3n3 − 2n2 + 5n

2n3 + 8n2 − 3n+ 7
=

3− 2
n + 5

n2

2 + 8
n −

3
n2 + 7

n3

,

tehát

lim
n→∞

bn
an

=
3

2

következik. Mivel ez pozit́ıv, ı́gy
∑

an-hez hasonlóan
∑

bn is divergens.

Ez a gondolatmenet azt sugallja, hogy – legalábbis a pozit́ıv tagú sorok körében
– érdemes minél több konvergens, illetve divergens sort összegyűjteni, hogy majd
azokkal további sorokat összehasonĺıthassunk, s eldönthessük azok konvergenciáját,
illetve divergenciáját. Pl. a fenitek alapján tudjuk, hogy ha a∑

n

1

nα

sorban α ≥ 2, akkor a sor konvergens, ha viszont α ≤ 1, akkor a sor divergens.
Ez utóbbi álĺıtás α ≤ 0 már abból adódik, hogy ilyenkor

(
1
nα

)
nem nullsorozat,

0 < α ≤ 1 esetén pedig a divergens
∑

n
1
n sorral tudjuk összehasonĺıtani. Minda-

zonáltal, felvetődik a természetes kérdés, hogy mi a helyzet az 1 < α < 2 kitevő
esetén? Hol van az a pont 1 és 2 között, ahol a divergencia átcsap konvergenciába?
Erre a későbbiekben fogunk válaszolni.

Feladatok

1.
∑

n
1

4n2−1

Megoldás A majoráns kritériumot használjuk: ha n > 1, akkor n2−1 > (n−1)2,
ezért

1

4n2 − 1
<

1

4n2 − 4
=

1

4
· 1

n2 − 1
<

1

4
· 1

(n− 1)2
,

s a
∑

n
1
n2 sor konvergens, ı́gy annak 1

4-szerese is.

Ebből a számı́tásból nem jutunk semmilyen információhoz a sor összegével kap-
csolatban. A következő számı́tással viszont a sor összegét is megkapjuk.

A következőképpen számolhatunk:

1

4n2 − 1
=

1

(2n− 1)(2n+ 1)
,
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ezért

sn =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

sn =
1

2

[3− 1

1 · 3
+

5− 3

3 · 5
+

7− 5

5 · 7
+ · · ·+ (2n+ 1)− (2n− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)

]
=

1

2

[(
1− 1

3

)
+
(1

3
− 1

5

)
+
(1

5
− 1

7

)
+ · · ·+

( 1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)]
.

Láthatjuk, hogy ebben az összegben csupán az első zárójelben az 1, az utolsó
zárójelben pedig a − 1

2n+1 azok a tagok, amelyek nem szerepelnek egyaránt + és
− előjellel, ezért

sn =
1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
→ 1

2
,

tehát a sor összege
∞∑
n=1

1

4n2 − 1
=

1

2
.

2.
∑

n
1

1+n2

Megoldás Ismét a majoráns kritériumot használjuk: mivel n2 < 1 + n2, ezért
1

1+n2 <
1
n2 , tehát a sorunkat majorálja a

∑
n

1
n2 konvergens sor, ezért

∑
n

1
1+n2 kon-

vergens.

3.
∑

n
1

2n−1

Megoldás Most a minoráns kritériumot haználjuk: mivel

1

2n− 1
>

1

2n
=

1

2
· 1

n
,

és a
∑

n
1
n sor divergens, ı́gy a 1

2 ·
1
n sor is divergens. A minoráns kritérium miatt

tehát a nála ”nagyobb”
∑

n
1

2n−1 sor is divergens.

4. 1
n2+2n+4

Megoldás A majoráns kritérium alapján a sor konvergens, hiszen

1

n2 + 2n+ 4
<

1

n2
.

5.
∑

n
1

n3−4

Megoldás Ismét a majoráns kritérium alapján következik a sor konvergenciája,
hiszen

n3 − 4 ≥ n2
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ha n > 1, ezért véges sok n kivételével 1
n3−4 ≤

1
n2 , s az utóbbi, ”kisebb” sor

konvergens, ı́gy a ”nagyobb” is.

6.
∑

n
n2

n4+2

Megoldás Az előzők mintájára

n2

n4 + 2
<
n2

n4
=

1

n2
,

tehát a majoráns kritérium alapján a sor konvergens, hiszen
∑

n
1
n2 konvergens.

7.
∑

n
n2+3n+7√
n6+1+2024

Megoldás Az összehasonĺıtó kritériumot alkalmazzuk. Mivel a számláló másodfokú,
a nevező pedig ”lényegében” harmadfokú, ı́gy sorunkat célszerűnek látszik a

∑
n

1
n

sorral összehasonĺıtani. Ekkor

n2 + 3n+ 7√
n6 + 1 + 2024

:
1

n
=

n3 + 3n2 + 7n√
n6 + 1 + 2024

=
1 + 3

n + 7
n2√

1 + 1
n6 + 2024

n3

→ 1,

ami azt jelenti, hogy sorunk a
∑

n
1
n sorhoz hasonlóan divergens.

8.
∑

n

5
√
n4−2n+3

7
√
3n15−34n3+2n+9

Megoldás Az eddigi feladatok megoldásából levonhatunk egy olyan következte-
tést, hogy amennyiben hatványfüggvények (beleértve a törtkitevőjű hatványokat,
tehát a gyököket is) szerepelnek egy törtkifejezés számlálójában és nevezőjében,
akkor ez a törtkifejezés összehasonĺıtható a

∑
n

1
nα alakú sorokkal. Ha tehát a tört-

kifejezésben a nevező és a számláló legmagasabb fokszámú tagjainak különbsége
legalább 2, tehát a nevező legalább kettővel magasabb fokú, mint a nevező, akkor
a sor konvergens, mert a

∑
n

1
n2 sorral összehasonĺıtható. Ha viszont ez a különbség

nem nagyobb, mint 1, vagyis a nevezőben a legmagasabb fokszám legfeljebb eggyel
nagyobb, mint a számlálóban, akkor a sor divergens, mert a

∑
n

1
n sorral ha-

sonĺıtható össze. Ha ezt a – nem túl prećız – gondolatmenetet a h) sorra alkal-
mazzuk, akkor a számláló maximális fokszáma 4/5, a nevezőé pedig 15/7, ezek
különbsége – nevező mı́nusz számláló – pontosan 15/7 − 4/5 = 44/35, ami 1-nél
nagyobb, de 2-nél kisebb... Ez azt jelenti, hogy sem a divergens

∑
n

1
n sorral, sem

a konergens
∑

n
1
n2 sorral nem tudjuk úgy összehasonĺıtani, hogy a hányados véges

pozit́ıv számhoz konvergáljon – az eddigi módszereink erre a sorra nem működnek,
erősebb eszközökre van szükség. Erre a későbbiekben visszatérünk.

Váltakozó előjelű sorok

Természetesen a pozit́ıv tagú sorok mellett számos egyéb fontos végtelen sor
felmerül az alkalmazásokban, ám általánosságban egy tetszőleges sorról nem sokat
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lehet mondani. Van azonban egy olyan t́ıpus, az un. váltakozó előjelű sor, amelynek
konvergenciája vizsgálható. Akkor mondjuk, hogy a

∑
n an sor váltakozó előjelű, ha

an · an+1 < 0 teljesül minden n esetén. Természetesen ez a tulajdonság is elegendő
ha csak elég nagy n-ekre teljesül. Tehát

Egy váltakozó előjelű sor nyilván feĺırható
∑

n(−1)nan alakban, ahol (an) pozit́ıv
tagú sorozat. Ha itt (an) monoton csökkenő nullsorozat, akkor a sor konvergens.
Ennek az un. Leibniz–kritériumnak egy alkalmazása a

∑
n(−1)n 1

n váltakozó előjelű
sor esetében mutatható meg. A Leibniz–kritérium feltételei nyilván teljesülnek,
hiszen váltakozó előjelű sorról van szó, melynél

(
1
n

)
monoton csökkenő nullsorozat,

tehát a sor konvergens.

Mivel a nem feltétlenül csupa pozit́ıv (vagy csupa negat́ıv) tagból álló sorok
vizsgálata nem könnyű, hiszen nincsenek általános tételek, ezért bevezetünk egy
újabb fogalmat: akkor mondjuk, hogy a

∑
n an sor abszolút konvergens, ha a

∑
n |an|

sor konvergens. Nem nehéz megmutatni, hogy minden abszolút konvergens sor
konvergens, de – amint a harmonikus sor és a váltakozó előjelű harmonikus sor
példája mutatja – ez ford́ıtva nem igaz. Ha egy sor konvergens, de nem abszolút
konvergens, akkor feltételesen konvergensnek mondjuk. Pl. a váltakozó előjelű
harmonikus sor feltételesen konvergens.

A következőkben két fontos konvergenciakritériumot ismertetünk abszolút kon-
vergenciával kapcsolatban.

Hányadoskritérium

Legyen (an) nullától különböző tagokból álló sorozat.

1. Ha van olyan 0 < q < 1 szám, hogy |an+1

an
| < q minden elég nagy n-re teljesül,

akkor a
∑

n an sor abszolút konvergens.

2. Ha limn→∞
|an+1|
|an| < 1, akkor a

∑
n an sor abszolút konvergens.

3. Ha végtelen sok n esetén |an+1

an
| ≥ 1, akkor a

∑
n an sor divergens.

Gyökkritérium

1. Ha van olyan 0 < q < 1 szám, hogy n
√
|an| < q minden elég nagy n-re teljesül,

akkor a
∑

n an sor abszolút konvergens.

2. Ha limn→∞
√
|an| < 1, akkor a

∑
n an sor abszolút konvergens.

3. Ha végtelen sok n esetén n
√
|an| ≥ 1, akkor a

∑
n an sor divergens.

Ha egy sorról a hányadoskritérium seǵıtségével eldönthető, hogy konvergens vagy
divergens, akkor a gyökkritérium seǵıtségével is. Ez ford́ıtva nem igaz, tehát bi-
zonyos értelemben a gyökkritérium ”erősebb”. Ugyanakkor az alkalmazása éppen
az n-edik gyököt tartalmazó kifejezés miatt gyakran nehezebb. Persze, vannak
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sorok, melyekről egyik kritérium seǵıtségével se dönthető el, hogy konvergensek,
vagy divergensek.

Tegyünk egy ḱısérletet a
∑

n
1
nα sorral, amelyről egyelőre 1 < α < 2 esetén nem

tudjuk, hogy konvergens vagy sem.

A hányadoskritériummal azt kapjuk, hogy

an+1

an
=

nα

(n+ 1)α
=
( n

n+ 1

)α
→ 1,

ami nem dönt el semmit.

A gyökkritérium esetében

n

√
1

nα
=
( 1

n
√
n

)α
→ 1,

ugyancsak nem kapunk választ. Továbbra sem tudjuk tehát, hogy a
∑

n n
−α sor

1 < α < 2 esetén konvergens, vagy divergens.

Mértani sorok

A
∑

n a0 ·qn sort mértani sornak nevezzük, melynek kezdő tagja a0, hányadosa q.
Nyilván feltételezhetjük, hogy a0 és q nem nulla. A hányadoskritérium alapján

|an+1|
|an|

=
|a0·qn+1|
|a0 · qn|

= |q|,

ami azt jelenti, hogy a mértani sor pontosan |q| < 1 esetén konvergens, sőt, abszolút
konvergens. Az összeget is kiszámı́thatjuk, hiszen |q| < 1 esetén

sn = a0
qn+1 − 1

q − 1
→ a0

q − 1
.

Integrálkritérium

Legyen f : [a,∞[→ R nemnegat́ıv monoton csökkenő függvény, a nemnegat́ıv
egész. A

∑
n f(n) sor akkor és csak akkor konvergens, ha az∫ +∞

a

f(x), dx

improprius integrál konvergens.

Alkalmazzuk ezt a kritériumot az eddigi ”renitens” sorra: az

f(x) = x−α
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függvény pozit́ıv x és pozit́ıv α esetén teljeśıti a feltételeket: monoton csökkenő és
pozit́ıv értékű. Számı́tsuk ki az improprius integrált: ha α > 1, akkor α− 1 > 0,∫ +∞

1

x−α dx = lim
t→+∞

∫ t

1

x−α dx = lim
t→+∞

[ x−α+1

−α + 1

]t
1

=

lim
t→+∞

1

(1− α)xα−1
+

1

α− 1
=

1

α− 1
,

ami véges, tehát a
∑

n
1
nα sor konvergens. Másrészt, azt már tudjuk, hogy ez a sor

α ≤ 1 esetén divergens, tehát az integrálkritérium elég ”erős” ahhoz, hogy ezt a
problémát teljesen megoldjuk. Tehát az 1

n sorozat tagjait α-adik hatványra emelve
pontosan akkor kapunk konvergens sort, ha az α kitevő nagyobb, mint 1.

Feladatok

1.
∑

n
e2n−en
e3n

Megoldás ∑
n

e2n − en

e3n
=
∑
n

1

en
−
∑
n

1

e2n
.

Két mértani sor különbségéről van szó: a kezdő tag mindkét esetben 1, a hányados
pedig 1

e , illetve 1
e2 . Mivel e > 1, ı́gy mindkét sor konvergens, és∑

n=0

e2n − en

e3n
=

e

e2 − 1
.

2.
∑

n
4n+5n

6n

Megoldás Itt is két mértani sorról van szó,∑
n

4n + 5n

6n
=
∑
n

(4

6

)n
+
∑
n

(5

6

)n
=

1

1− 1/3
+

1

1− 5/6
=

15

2
.

3.
∑

n
n·2n
3n

Megoldás A hányadoskritériumot alkalmazzuk,

an+1

an
=

(n+ 1)2n+13n

n · 2n · 3n+1
=

2(n+ 1)

3n
=

2(1 + 1
n)

3
→ 2

3
,

ami kisebb, mint 1, ı́gy a sor konvergens.
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4.
∑

n
2024n

n2024

Megoldás A hányadoskritériumot alkalmazzuk,

an+1

an
=

2024n+1 · n2024

(n+ 1)2024 · 2024n
= 2024 ·

( n

n+ 1

)2024
→ 2024,

ami nagyobb, mint 1, ı́gy a sor divergens.

5.
∑

n

(
1− 3

n

)n2
Megoldás A gyökkritérium alapján

n

√(
1− 3

n

)n2
=
(

1− 3

n

)n
=

[(
1− 3

n

)−n3]−3 → e−3,

ami kisebb, mint 1, ı́gy a sor konvergens.

6.
∑

n
2n+6n

3n+7n

Megoldás Nyilván

5n + 6n

2n + 8n
<

6n

2 · 8n
=

1

2
·
(6

8

)n
.

A
∑

n
1
2 ·
(
6
8

)n
sor mértani sor, hányadosa 6

8 = 3
4 < 1, tehát konvergens, ı́gy a

majoráns kritérium alapján az eredeti sor is konvergens.

7.
∑

n
an

n! , ahol a > 0 valós szám.

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

an+1 · n!

an · (n+ 1)!
=

a

n+ 1
→ 0,

ami kisebb, mint 1, ezért a sor konvergens.

8.
∑

n
n!
nn

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

(n+ 1)! · nn

n!(n+ 1)n+1
=
( n

n+ 1

)n
=
(

1− 1

n+ 1

)n
=

[(
1− 1

n+ 1

)−n−1]− n
n+1

→ e−1,

ami kisebb, mint 1, ı́gy a sor konvergens.
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9.
∑

n
1

n·lnn

Megoldás Az integrálkritériumot használjuk, az f(x) = 1
x lnx függvénnyel, ami

x ≥ 2 esetén pozit́ıv és monoton csökkenő. Ekkor∫ +∞

2

1

x lnx
dx = lim

t→+∞

∫ t

2

1

x lnx
dx = lim

t→+∞

[
ln lnx

]t
2

= lim
t→+∞

[ln ln t−ln ln 2] = +∞,

ezért a sor divergens.

10.
∑

n
1

n·(lnn)2

Megoldás Ismét az integrálkritériumot használjuk, az f(x) = 1
x(lnx)2 függvénnyel,

ami x ≥ 2 esetén pozit́ıv és monoton csökkenő. Azt kapjuk, hogy∫ +∞

2

1

x(lnx)2
dx = lim

t→+∞

∫ t

2

1

x lnx
dx = lim

t→+∞

[
−(lnx)−1

]t
2

= lim
t→+∞

− 1

ln t
+

1

ln 2
=

1

ln 2
,

véges, tehát a sor konvergens.

11.
∑

n(−1)n 1
n·3n

Megoldás Ez egy váltakozó előjelű sor, melyre a Leibniz–kritérium alkalmazható,
hiszen az n 7→ 1

n·3n monoton csökkenő nullsorozat. Ezért a sor konvergens. Megje-
gyezzük, hogy a gyökkritérium is alkalmazható:

n

√
1

n · 3n
=

1

3 · n
√
n
→ 1

3
,

ami kisebb, mint 1. A Leibniz–kritérium alapján csak annyit tudunk, hogy a sor
konvergens, de a gyökkritérium még az abszolút konvergenciát is biztośıtja.

12.
∑

n
1
n

Megoldás Az integrálkritérium alapján az f(x) = 1
x függvénnyel:∫ +∞

1

1

x
dx = lim

t→+∞

∫ t

1

1

x
dx = lim

t→+∞

[
lnx
]t
1

= lim
t→+∞

ln t = +∞,

a sor divergens.

13.
∑

n
1
n2

Megoldás Az integrálkritérium alapján az f(x) = 1
x2 függvénnyel:∫ +∞

1

1

x2
dx = lim

t→+∞

∫ t

1

1

x2
dx = lim

t→+∞

[
− 1

x

]t
1

= lim
t→+∞

−1

t
+ 1 = 1,

a sor konvergens.
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14.
∑

n
1
n!

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
→ 0,

a sor konvergens.

15.
∑

n
1√
n

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

√
n√

n+ 1
=

1√
1 + 1

n

→ 0,

tehát a hányadoskritérium nem működik. Alkalmazzuk az integrálkritériumot az
f(x) = 1√

x
függvénnyel:∫ +∞

1

1√
x
dx =

∫ +∞

1

x−
1
2 dx = lim

t→+∞

∫ t

1

x−
1
2 dx = lim

t→+∞

[
2x

1
2

]t
1

= +∞,

a sor divergens.

16.
∑

n(
√
n+ 1−

√
n)

Megoldás Két sor különbségéről van szó, de mindegyiknek +∞ az összege, ezért
a műveleti szabályokat nem alkalmazhatjuk. Viszont

√
n+ 1−

√
n =

1√
n+ 1 +

√
n
≥ 1√

n+ n+
√
n

=
1

1 +
√

2
· 1√

n
,

tehát az eredeti sorunkat minorálja egy divergens sor, ı́gy maga is divergens.

17.
∑

n
1
n
√
2

Megoldás Mivel n
√

2→ 1, ezért an = 1
n
√
2

nem nullsorozat, ı́gy a sor divergens.

18.
∑

n
1
n
√
n

Megoldás Az előző feladathoz hasonlóan, 1
n
√
n

nem nullsorozat, ı́gy a sor diver-
gens.

19.
∑

n
1

n
√
0,0001

Megoldás Az előző feladathoz hasonlóan, 1
n
√
0,0001

nem nullsorozat, ı́gy a sor
divergens.
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20.
∑

n n(n+ 5)

Megoldás Az előző feladathoz hasonlóan, n(n + 5) nem nullsorozat, ı́gy a sor
divergens.

21.
∑

n
n2

n4+2

Megoldás Mivel
n2

n4 + 2
<
n2

n4
=

1

n2
,

és
∑

n
1
n2 konvergens, ı́gy a majoráns kritérium alapján a sorunk konvergens.

22.
∑

n
1

n+
√
n

Megoldás Mivel
1

n+
√
n
≥ 1√

n+
√
n

=
1

2
· 1√

n
,

és
∑

n
1√
n

konvergens, ı́gy a minoráns kritérium alapján a sorunk divergens.

23.
∑

n
1

n2+n

Megoldás Mivel
1

n2 + n
≤ 1

n2
,

és
∑

n
1
n2 konvergens, ı́gy a majoráns kritérium alapján a sorunk konvergens.

24.
∑

n(−1)n 1√
n

Megoldás A Leibniz–kritérium alapján a sor konvergens.

25.
∑

n(−1)n 1
n
√
n

Megoldás Az (−1)n 1
n
√
n

sorozat nem nullsorozat, ı́gy a sor divergens.

26.
∑

n
n2

3n

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

(n+ 1)2 · 3n

n2 · 3n+1
=

1

3
·
(

1 +
1

n

)2
→ 1

3
,

ami 1-nél kisebb, ı́gy a sor konvergens.

27.
∑

n

(
1 + 1

n

)
Megoldás Az 1 + 1

n nem nullsorozat, ı́gy a sor divergens.
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28.
∑

n

(
1− 1

n

)
Megoldás Az 1− 1

n nem nullsorozat, ı́gy a sor divergens.

29.
∑

n

(
2
5

)n
Megoldás Mértani sor, melynek hányadosa −1 < 2

5 < 1, ı́gy a sor konvergens.

30.
∑

n

(
5
2

)n
Megoldás Mértani sor, melynek hányadosa 1 < 5

2 , ı́gy a sor divergens.

31.
∑

n(−1)n n

√
1
2

Megoldás Mivel (−1)n n

√
1
2 nem nullsorozat, a sor divergens.

32.
∑

n
2n+3n

5n

Megoldás Két mértani sor összege, hányadosaik 2
5 és 3

5 , mindkettő a ] − 1, 1[
intervallumban, mindkettő konvergens, ı́gy az összegük is.

33.
∑

n
n2

2n

Megoldás A gyökkritérium alapján

n

√
n2

2n
=

1

2
·
(

n
√
n
)2 → 1

2
,

ami kisebb, mint 1, ı́gy a sor konvergens.

34.
∑

n
3n·n!
nn

Megoldás A hányadoskritériummal próbálkozunk:

an+1

an
=

3n+1 · (n+ 1)!nn

3n · n!(n+ 1)n+1
= 3 ·

( n

n+ 1

)n
= 3 ·

(
1− 1

n+ 1

)n
=

3 ·

((
1− 1

n+ 1

)−n−1)− n
n+1

→ 3 · e−1 > 1

a sor divergens.

35.
∑

n
2n·n!
nn

Megoldás Az előző megoldás menetét követve azt kapjuk, hogy a végső határérték
2 · e−1, ami kisebb, mint 1, ı́gy a sor konvergens.
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36.
∑

n

(
1
2 + 1

n

)n
Megoldás Nyilván n ≥ 3 esetén(1

2
+

1

n

)n
≤
(1

2
+

1

3

)n
=
(5

6

)n
,

tehát a sorunkat majorálja a
∑

n

(
5
6

)n
mértani sor, mely konvergens, ı́gy a majoráns

kritérium alapján sorunk is konvergens.

37.
∑

n

(
− 2

3

)n
Megoldás Mértani sor, hányadosa−2

3 , ı́gy−1 < −2
3 < 1 miatt a sor konvergens.

38.
∑

n
1000n

n!

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

1000n+1 n!

1000n(n+ 1)!
=

1000

n+ 1
→ 0

ı́gy a sor konvergens.

39.
∑

n
(n!)2

(2n)!

Megoldás A hányadoskritérium alapján

an+1

an
=

[(n+ 1)!]2 · (2n)!

(n!)2 · (2n+ 2)!
=

(n+ 1)

2(2n+ 1)
→ 1

4
,

ami 1-nél kisebb, ı́gy a sor konvergens.

40.
∑

n

(
n+200
2n+8)

)n
Megoldás Ha n > 300, akkor(n+ 200

2n+ 8

)n
=
(n+ 4 + 196

2n+ 8

)n
=
(1

2
+

196

2n+ 8

)n
<
(1

2
+

1

3

)n
=
(5

6

)n
.

Tehát a
∑

n

(
5
6

)n
konvergens mértani sor majorálja sorunkat, ı́gy az is konvergens.
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Sorok szorzása, csoportośıtása, átrendezése

Két véges összeg szorzása úgy történik, hogy az egyik összeg minden tagját
megszorozzuk a másik összeg minden tagjával, s az ı́gy keletkező szorzatokat összeadjuk.
Mivel véges sok szorzat keletkezik, ı́gy azokat tetszőleges sorrendben összeadhatjuk.
Ha végtelen összegekkel is ezt a módszert követnénk, akkor meg kellene vizsgálni,
hogy ha a sor tagjait más sorrendben adjuk össze, akkor ez mennyiben befolyásolja a
konvergenciát. Az biztos, hogy ha átrendezzük egy sor tagjait, akkor a részletösszegek
sorozata megváltozhat. Tekintsük a következő sorozatot: an = (−1)n ahol legyen
n = 0, 1, 2, . . . . Ekkor a részletösszegek sorozata a következő:

s0 = 1, s1 = 1 + (−1) = 0, s2 = 1 + (−1) + 1 = 1, . . .

felváltva 0 és 1 – a részletösszegek (sn) sorozata nyilván divergens. Most rendezzük
át az an sorozat tagjait a következő módon:

1 + (−1) + 1 + (−1) + (−1) + 1 + (−1) + (−1) + (−1) + 1 + . . . ,

tehát egy darab 1-es után mindig eggyel több −1 következik. A részletösszegek
sorozata ekkor:

s0 = 1, s1 = 0, s2 = 1, s3 = 0, s4 = −1, s5 = 0, s6 = −1, s7 = −2, s8 = −3, s9 = −2, . . .

Látható, hogy az n növekedésével sn egyre nagyobb abszolút értékű negat́ıv egész
szám lesz, tehát az ı́gy keletkezett sor összege +∞. El lehet képzelni, hogy ilyen
módon azt is elérhetjük, hogy az átrendezéssel apott új sor összege −∞ legyen.
Ez azt mutatja, hogy a végtelen sorok esetében nem feltétlenül érvényes a kommu-
tativitás: az összeg, ha egyáltalán létezik, függhet a tagok sorrendtől. Ugyanez a
jelenség felléphet a tagok csoportośıtásánál: ha a

∑
n(−1)n sor tagjait kettesével

”zárójelezzük”: ∑
n

(
(−1)n + (−1)n+1

)
akkor minden részletösszeg 0, ı́gy a sor konvergens, és összege 0. Ezekkel a problémákkal
kapcsolatban két alapvető eredményre h́ıvjuk fel a figyelmet:

1.) konvergens sor tagjait bármely mödon csoportośıtva (de nem átrendezve!)
az új sor is konvergens, és összege megegyezik az eredeti sor összegével;

2.) abszolút konvergens sor bármely átrendezése konvergens, és összege mege-
gyezik az eredeti sor összegével.

Ezek után térjünk vissza a sorok szorzásának kérdéséhez. A legelterjedtebb
szorzási módszer az un. Cauchy–szorzás. Ha

∑
n an és

∑
n bn két sor, akkor ezek

Cauchy–szorzatát a kv̈tekezőképpen érelmezzük: legyen

cn =
n∑
k=0

ak · bn−k
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minden n-re. Itt feltételezzük, hogy a sorok tagjai n = 0-tól vannak számozva; ha
pl. n = 1-től, akkor értelemszeűen a cn defińıciójában k = 1-től indul az összegzés.
A
∑

n cn sort nevezzük a
∑

n an és
∑

n bn sorok Cauchy–szorzatának. Vegyük észre,
hogy pontosan ezt az eljárást használjuk két polinom szorzata együtthatóinak
kiszámı́tásakor.

Például, legyen an = bn = (−1)n, ha n = 0, 1, . . . . A
∑

n an és
∑

n bn sorok
Cauchy–szorzata a∑

n

n∑
k=0

ak · bn−k =
∑
n

n∑
k=0

(−1)k · (−1)n−k =
∑
n

n∑
k=0

(−1)n =
∑
n

(−1)n(n+ 1)

sor. Egy másik példa: legyen an = 1
n , bn = (−1)n 1

n , tehát a harmonikus sor és a
váltakozó előjelű harmonikus sor Cauchy–szorzatáról van szó. A defińıció alapján
n > 1 esetén

cn =
n∑
k=1

1

k

(−1)n−k

n− k
=

n∑
k=1

(−1)n−k

k(n− k)
.

Tehát pl. c2 = a1 · b1 = −1, c3 = a1 · b2 + a2 · b1 = 1 · 12 + 1
2 · (−1) = 0,

c4 = a1 · b3 + a2 · b2 + a3 · b1 = −1
3 + 1

4 + 1
3 · (−1) = − 5

12 , stb.

A végtelen sorok szorzásával kapcsolatos legfontosabb eredmény Mertens tétele,
mely szerint ha két konvergens valós számsor közül legalább az egyik abszolút
konvergens, akkor Cauchy–szorzatuk konvergens, és összege a két sor összegének
szorzatával egyenlő.

Feladatok

Vizsgáljuk meg, hogy az alábbi sorok közül melyek feltételesen konvergensek, ill.
abszolút konvergensek.

1)
∑

n
1

(n+1)
√
n

Megoldás

A nevező nagyságrendje n
3
2 , ı́gy célszerű a

∑
n n
− 3

2 sorral összehasonĺıtani:

n−
3
2 :

1

(n+ 1)
√
n

= n−
3
2 · (n+ 1) · n

1
2 =

n+ 1

n
→ 1,

ami pozit́ıv, a
∑

n n
− 3

2 sor pedig konvergens, ı́gy az 1) sor konvergens.
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2)
∞∑
n=1

1

10n+ 3
;

Megoldás

Hasonĺıtsuk össze a
∑

n
1
n divergens sorral!

3)
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

;

Megoldás

Leibniz–tétel alapján konvergens.

4)
∞∑
n=1

n!

5n
;

Megoldás

Alkalmazzuk a hányadoskritériumot: divergens.

5)
∞∑
n=1

1

3n− 1
;

Megoldás

Hasonĺıtsuk össze a
∑

n
1
n divergens sorral!

6)
∞∑
n=1

1

nn
;

Megoldás

Alkalmazzuk a gyökkritériumot: konvergens.
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7)
∞∑
n=1

100n

n!
;

Megoldás

Alkalmazzuk a hányadoskritériumot: konvergens.

8)
∞∑
n=1

3nn!

nn
;

Megoldás

Alkalmazzuk a hányadoskritériumot:

an+1

an
=

3n+1 · (n+ 1)! · nn

(n+ 1)n+1 · 3n · n!
= 3 ·

( n

n+ 1

)n
= 3 ·

(
1− 1

n+ 1

)n
=

3 ·
[(

1− 1

n+ 1

)−n−1]− n
n+1 → 3

e
> 1,

a sor divergens.

9)
∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n
√

3
;

Megoldás

Mivel (−1)n+1 1
n
√
3

nem nullsorozat, a sor divergens.

10)
∞∑
n=1

(−1)n+12n

n2
;

Megoldás

Meg kell vizsgálnunk, hogy az an = 2n

n2 sorozat nullsorozat-e. Nyilván

an+1 − an =
2n

n2(n+ 1)2
(n2 − 2n− 1) > 0

ha n ≥ 3. Tehát a sorozat – az első két tagját leszámı́tva – monoton növekvő,
és pozit́ıv tagú, ı́gy nyilván nem lehet nullsorozat, ezért a sor divergens.
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11)
∞∑
n=2

√
n+ 2−

√
n− 2

nα

Megoldás

Egyszerű átalaḱıtással a következőt kapjuk:
√
n+ 2−

√
n− 2

nα
=

4

nα(
√
n+ 2 +

√
n− 2)

Ezt a sort a
∑

n n
−α− 1

2 sorral hasonĺıtjuk össze:

n−α−
1
2 · nα(

√
n+ 2 +

√
n− 2)

4
=

(
√
n+ 2 +

√
n− 2)

4
√
n

=
(
√

1 + 2
n +

√
1− 2

n)

4
→ 1

2
> 0.

Mivel a
∑

n n
−α− 1

2 sor akkor és csak akkor konvergens, ha α+ 1
2 > 1, ezért a 11)

sor akkor és csak akkor konvergens, ha α > 1
2 .

12)
∞∑
n=1

a
√
n;

Megoldás

Ha |a| ≥ 1, akkor a sor nyilván divergens, hiszen ekkor a
√
n nem nullsorozat. Ha

a < 0, akkor a
√
n értelmezése problematikus. Ha 0 < a < 1, akkor alkalmazzuk

az integrálkritériumot az f(x) = a
√
x függvénnyel: a sor konvergens.

13)
∞∑
n=1

1

(a · n+ b)α
;

Megoldás

Alkalmazzuk az összehasonĺıtó kritériumot a
∑

n
1
nα sorral.

14)
∞∑
n=1

1

ln(n)
;

Megoldás

Alkalmazzuk a minoráns kritériumot a
∑

n
1
n sorral: a sor divergens.
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15)
∞∑
n=2

1

n ln(n)
;

Megoldás

Alkalmazzuk az integrálkritériumot az f(x) = 1
x lnx függvénnyel: a sor divergens.

16)
∞∑
n=3

1

n ln(n) ln(ln(n))
;

Megoldás

Alkalmazzuk az integrálkritériumot az f(x) = 1
x lnx ln lnx függvénnyel: a sor di-

vergens.

17)
∞∑
n=2

n+
√
n

n2 − n
;

Megoldás

Alkalmazzuk az összehasonĺıtó kritériumot a
∑

n
1
n sorral: a sor divergens.

18)
∞∑
n=1

n+ a

n
;

Megoldás

Az n+a
n nem nullsorozat, a sor divergens.

19)
∞∑
n=1

1

1 + an
;

Megoldás

Ha |a| ≤ 1, akkor 1
1+an nem nullsorozat, ı́gy a sor divergens. Ha a < −1, akkor

a Leibniz–kritérium alapján a sor konvergens. Ha a > 1, akkor

1

1 + an
<

1

an
=
(1

a

)n
mértani sor, hányadosa 1

a < 1, ı́gy konvergens, tehát a majoráns kritérium
alapján az eredeti sor is konvergens.
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Vizsgáljuk meg, hogy mely x valós számok esetén konvergensek a következő
sorok?

1. ∞∑
n=1

xn

3n

Megoldás

Mértani sorról van szó, melynek hányadosa x
3 , ı́gy a sor |x| < 3 esetén konver-

gens, |x| ≥ 3 esetén divergens.

2. ∞∑
n=1

(x− 4)n

Megoldás

Mértani sorról van szó, melynek hányadosa x− 4, ı́gy a sor |x− 4| < 1 esetén
konvergens, |x − 4| ≥ 1 esetén divergens. Tehát ha 3 < x < 5, akkor a sor
konvergens, egyébként divergens.

3. ∞∑
n=1

4nxn

Megoldás

Mértani sorról van szó, melynek hányadosa 4x, ı́gy a sor |x| < 1
4 esetén kon-

vergens, egyébként divergens.

4. ∞∑
n=1

(x+ 3)n

2n+1

Megoldás

Mértani sorról van szó, melynek kezdő tagja 1
2 , hányadosa x+3

2 , ı́gy a sor
|x+ 3| < 2 esetén konvergens, egyébként divergens.
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5. ∞∑
n=1

x3

n ln(n)

Megoldás

Az integrálkritérium alapján minden x 6= 0 esetén a sor divergens, x = 0
esetén nyilván konvergens.

6. ∞∑
n=1

ln(n)

n2
xn

Megoldás

A gyökkritérium alapján a sor |x| < 1 esetén konvergens, |x| > 1 esetén
divergens. Ha x = 1, akkor az integrálkritérium alapján, ha pedig x = −1,
akkor a Leibniz–kritérium alapján konvergens a sor.

7. ∞∑
n=1

xn
2

2n

Megoldás

A gyökkritérium alapján a sor |x| ≤ 1 esetén a sor konvergens, egyébként
divergens.

8. ∞∑
n=1

(
n+ k

n

)
xn (k adott pozit́ıv egész)

Megoldás

A hányadoskritérium alapján a sor |x| < 1 esetén a sor konvergens, egyébként
divergens.

9. ∞∑
n=1

nln(x),

Megoldás

A
∑

n
1
nα sorral összehasonĺıtva a sor lnx < −1 esetén konvergens, azaz x < 1

e

esetén konvergens, egyébként divergens.
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