MATEMATIKA 1.
Aszimptotak

Akkor mondjuk, hogy az f valés értéki fliggvény értelmezve van az xy valds
szam eqy kornyezetében, ha van olyan 6 > 0, hogy f értelmezve van az

]SUO — 5, QJQ[U]SC(), Ty + 5[

. kilyukasztott” intervallumon. Madsszéval, f értelmezve van ,, majdnem” a teljes
|xo—46, £+ [ nyit intervallumon — legfeljebb esetleg az zy pont kivételével. Ez a ter-
minolégia altal’anosithaté egyoldali kornyezetre. Akkor mondjuk, hogy az f valds
értéki fliggvény értelmezve van az xg valos szdm eqy baloldali kornyezetében, ha van
olyan § > 0, hogy f értelmezve van az |xy — 6, xg| intervallumon. Ertelmeszertien
beszélhetiink az x¢ eqy jobboldali kornyezetében értelmezett fiiggvényekrol. Akkor
mondjuk, hogy az f valds értéki fliggvény értelmezve van +oo eqy kornyezetében,
ha van olyan K val6s szam, hogy f értelmezve van a | K, +oo[ intervallumon. Ha-
sonléan, akkor mondjuk, hogy az f valds értéki fiiggvény értelmezve van —oo egy
kérnyezetében, ha van olyan K valés szdm, hogy f értelmezve van a | — oo, K|
intervallumon.

Ezeket az elnevezéseket azért vezetjik be, hogy az aszimptota fogalmét vis-
zonylag egyszerlien értelmezhessiik. Lényegében haromféle aszimptotarol szokas
beszélni: van vizszintes, fiiggleges és ferde aszimptota.

Akkor mondjuk, hogy az f valds értékt fliggvénynek fiiggoleges aszimptotdija az
x = xg egyenes, ha f értelmezve van az xy pont egy kornyezetében, és a kovetkezo
feltételek valamelyike teljestil:

lim f(x) =4+oc0 wvagy lim f(z)= toc.
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Az elso esetben elég, ha a fiiggvény az zy egy baloldali kornyezetében van értelmezve,
a masodik esetben pedig egy jobboldali kornyezetében.

Példaul, legyen

fla) = —

-1

ha x # 1. Ekkor f értelmezve van az xy = 0 pont egy kornyezetében. Mivel

lim = —00 ¢és lim = +o0,
r—1- r—1+
ezért az r = 1 egyenes a fliggvény fliggdleges aszimptotaja. A fenti definicio

értelmében az elobbi két hatarérték relacio kozill mar az egyik fennallasa is ele-
gendd ahhoz, hogy az x = 1 egyenes a fiiggvény fiiggdleges aszimptotaja legyen.
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Akkor mondjuk, hogy az f valds értéki fliggvénynek vizszintes aszimptotdja az
y = c egyenes, ha f értelmezve van a +oo vagy a —oo egy kornyezetében, és a
kovetkezo feltételek valamelyike teljesiil:

lim f(z)=c illetve lim f(z)=rc.

T——00 T—>+00
Példaul, az

f(x) = arctan x

fiiggvény esetén

. m™ ., . T
lim arctanz = ——= és lim arctanz = —,
T——00 2 r—+00 2
tehdt f-nek —oo-ben az y = —7 egyenes, +-o0o-ben pedig az y = 7 egyenes vizszintes

aszimptotai.
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A harmadik tipus a ferde aszimptota, amely egy y = mx + b alaku egyenes, ahol
m # 0, az f értelmezve van a +00 vagy a —oo egy kornyezetében, és a kovetkezo
feltételek valamelyike teljestil:
lim [f(x) —mx—b=0 vagy lim [f(x)—mx—b=0.

T——00 T—r+00



Legyen példaul
f@)=o+1/a
ha x # 0. Ekkor
lim f(z) —x= lim 1/2=0,

r—rEoo r—Eo0
ami azt jelenti, hogy az y = x egyenes az f-nek ferde aszimptotaja +oo-ben és
—oo-ben egyarant.

Feladatok

1) Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények fiiggbleges aszimptotdit (ha léteznek):

a) fz) =3
Megoldas

Mivel lim,. - % = —00 és lim,_,o+ % = +00, ezért az x = 0 egyenes fliggdleges
aszimptotaja f-nek.




b) f(il?) — 222 —3z+1

T

Megoldas
Mivel 0?3 |
— 1
flay= 220 o 342
x x
ezért

lim f(z) = —00 és lim f(z)= 400,
z—0~ x—07T

tehdt az x = 0 egyenes f-nek fliggbleges aszimptotdja.
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c) f(z) = =
Megoldas
Mivel 5 5
f(z) == = :
2?2+x—-6 (x+43)(z—2)
ezért az r = —3 és x = 2 egyenesek fiiggdleges aszimptotak.
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d) f(z) = 257
Megoldas

A tort nevezoje sehol nem nulla, a fliggvény mindentitt folytonos, nincs
fiiggbleges aszimptotdja.

e) f(SL’) - ;521_1

Megoldas
Mivel 1 1
@) = T A~ Grne-1
ezért az x = —1 és © = 1 egyenesek fiiggbleges aszimptotak.
rs
-4 2 : ? 2 4
) f(z) = VP —a
Megoldas

Mivel a fiiggvény a [—1,0] U [1, +o0o| intervallumon értelmezett, és f(—1) =
f(0) = f(1) = 0, ezért nincs fiiggbleges aszimptotdja.




g) f(z) = tan(z)
Megoldas
A fiiggvény értelmezve van az x; = /2 + k7 pontok kérnyezetében minden
k egész szam esetén. FEzekben a pontokban a baloldali hatarértéke +o0, a

jobboldali pedig —oo, ezért ezekben a pontokban az x == 7 /24 km egyenesek
fiiggbleges aszimptotak.

2) Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények vizszintes aszimptotdit (ha léteznek):

a) f(z) =5
Megoldas

A fiiggvény értelmezve van a +o0o egy kornyezetében és

r+1 r—2+3 3
— — =1+

f(x)_x—Z_ r—2 x—2

Mivel lim,_, 4 ﬁ = 0, ezért az y = 1 egyenes vizszintes aszimptotaja f-nek.
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b) f(z) = 55

Megoldas
A fiiggvény értelmezve van a +00 egy kornyezetében, és
Fa) -1 22+3/2-5/2 1 5
€Tr) = = = —_-—
222 43 202 + 3 2 2(222+3)
Mivel lim, 40 m = 0, ezért az y = % egyenes vizszintes aszimptotdja
f-nek.
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c) f(x) = s
Megoldas
A fliggvény értelmezve van a oo egy kornyezetében, és
f(a) xt ot -2+ 1+23 -1 m 3 —1
xTr) = = — —
rt— a3+ 1 xt— a3+ 1 xt— a3+ 1
Mivel lim, 4 xff—;}ﬂ = 0, ezért az y = 1 egyenes vizszintes aszimptotaja

f-nek.




3) Hatarozzuk meg a kovetkezo6 fliggvények ferde aszimptotdit (ha léteznek):

2

(a) f(z) =75
Megoldas

Az f fiiggvény értelmezve van a +oo egy kornyezetében. Mivel

x? 2 — 444
= = = 2
f(:c) xr— 2 r— 2 T +$—2

és lim, 4o ﬁ =0, ezért az y = x + 2 egyenes ferde aszimptotdja f-nek.
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(b) f(2) = =5
Megoldas

Az f fiiggvény értelmezve van a 0o egy kornyezetében. Mivel

fa) 3 23+ 322 + 6x — 322 — 61 3x% + 6x
€Tr) = = = r— —-
224+ 3x+6 224+ 3x+6 2243z 46’
és
) 3x% + 6x
lim

9

r—+o00 224+ 3x +6 -
ezért az y = x — 3 egyenes ferde aszimptotaja az f-nek.



4) Hatarozzuk meg az f(z) = fi—;él fiiggvény Osszes aszimptotait!

Megoldas A vizszintes aszimptotak a doo-ben valé hatarértékekkel kapcso-
latosak:
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I .ot —1-3 ,
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tehat az y = —1 egyenes vizszintes aszimptota.

A fiiggbleges aszimptotak a véges pontokban, tipikusan az értelmezési tartomany
hatarpontjaiban taldlhaték. A figgvény a +1 pontokban nincs értelmezve, ezek-
ben a pontokban a hatarértékek a kovetkezok:

I a:2—4_+ I :132—4_
33—}1—1%— 1—a2 oo x—}I—q—i— 1— 22 o0
’ 332—4_ ’ x2—4_+
eol- 122 0 Bl 1—a2
A fuggdleges aszimptotak tehat az x = —1 és x = 1 egyenesek.
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Ennek a fiiggvénynek nincs ferde aszimptotaja.



