
MATEMATIKA I.
Aszimptoták

Akkor mondjuk, hogy az f valós értékű függvény értelmezve van az x0 valós
szám egy környezetében, ha van olyan δ > 0, hogy f értelmezve van az

]x0 − δ, x0[∪]x0, x0 + δ[

,,kilyukasztott” intervallumon. Másszóval, f értelmezve van ,,majdnem” a teljes
]x0−δ, x0+δ[ nýıt intervallumon – legfeljebb esetleg az x0 pont kivételével. Ez a ter-
minológia által’anośıtható egyoldali környezetre. Akkor mondjuk, hogy az f valós
értékű függvény értelmezve van az x0 valós szám egy baloldali környezetében, ha van
olyan δ > 0, hogy f értelmezve van az ]x0 − δ, x0[ intervallumon. Értelmeszerűen
beszélhetünk az x0 egy jobboldali környezetében értelmezett függvényekről. Akkor
mondjuk, hogy az f valós értékű függvény értelmezve van +∞ egy környezetében,
ha van olyan K valós szám, hogy f értelmezve van a ]K,+∞[ intervallumon. Ha-
sonlóan, akkor mondjuk, hogy az f valós értékű függvény értelmezve van −∞ egy
környezetében, ha van olyan K valós szám, hogy f értelmezve van a ] − ∞, K[
intervallumon.

Ezeket az elnevezéseket azért vezetjük be, hogy az aszimptota fogalmát vis-
zonylag egyszerűen értelmezhessük. Lényegében háromféle aszimptotáról szokás
beszélni: van v́ızszintes, függőleges és ferde aszimptota.

Akkor mondjuk, hogy az f valós értékű függvénynek függőleges aszimptotája az
x = x0 egyenes, ha f értelmezve van az x0 pont egy környezetében, és a következő
feltételek valamelyike teljesül:

lim
x→x−0

f(x) = ±∞ vagy lim
x→x+0

f(x) = ±∞.

Az első esetben elég, ha a függvény az x0 egy baloldali környezetében van értelmezve,
a második esetben pedig egy jobboldali környezetében.

Például, legyen

f(x) =
x

x− 1
ha x 6= 1. Ekkor f értelmezve van az x0 = 0 pont egy környezetében. Mivel

lim
x→1−

= −∞ és lim
x→1+

= +∞,

ezért az x = 1 egyenes a függvény függőleges aszimptotája. A fenti defińıció
értelmében az előbbi két határérték reláció közül már az egyik fennállása is ele-
gendő ahhoz, hogy az x = 1 egyenes a függvény függőleges aszimptotája legyen.
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Akkor mondjuk, hogy az f valós értékű függvénynek v́ızszintes aszimptotája az
y = c egyenes, ha f értelmezve van a +∞ vagy a −∞ egy környezetében, és a
következő feltételek valamelyike teljesül:

lim
x→−∞

f(x) = c illetve lim
x→+∞

f(x) = c.

Például, az
f(x) = arctan x

függvény esetén

lim
x→−∞

arctanx = −π
2

és lim
x→+∞

arctanx =
π

2
,

tehát f -nek −∞-ben az y = −π
2 egyenes, +∞-ben pedig az y = π

2 egyenes v́ızszintes
aszimptotái.

A harmadik t́ıpus a ferde aszimptota, amely egy y = mx+ b alakú egyenes, ahol
m 6= 0, az f értelmezve van a +∞ vagy a −∞ egy környezetében, és a következő
feltételek valamelyike teljesül:

lim
x→−∞

[f(x)−mx− b] = 0 vagy lim
x→+∞

[f(x)−mx− b] = 0.
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Legyen például
f(x) = x+ 1/x

ha x 6= 0. Ekkor
lim

x→±∞
f(x)− x = lim

x→±∞
1/x = 0,

ami azt jelenti, hogy az y = x egyenes az f -nek ferde aszimptotája +∞-ben és
−∞-ben egyaránt.

Feladatok

1) Határozzuk meg a következő függvények függőleges aszimptotáit (ha léteznek):

a) f(x) = 1
x

Megoldás

Mivel limx→0−
1
x = −∞ és limx→0+

1
x = +∞, ezért az x = 0 egyenes függőleges

aszimptotája f -nek.
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b) f(x) = 2x2−3x+1
x

Megoldás

Mivel

f(x) =
2x2 − 3x+ 1

x
= 2x− 3 +

1

x
,

ezért
lim
x→0−

f(x) = −∞ és lim
x→0+

f(x) = +∞,

tehát az x = 0 egyenes f -nek függőleges aszimptotája.

c) f(x) = 2
x2+x−6

Megoldás

Mivel

f(x) =
2

x2 + x− 6
=

2

(x+ 3)(x− 2)
,

ezért az x = −3 és x = 2 egyenesek függőleges aszimptoták.

4



d) f(x) = x3

x2+1

Megoldás

A tört nevezője sehol nem nulla, a függvény mindenütt folytonos, nincs
függőleges aszimptotája.

e) f(x) = 1
x2−1

Megoldás

Mivel

f(x) =
1

x2 − 1
=

1

(x+ 1)(x− 1)
,

ezért az x = −1 és x = 1 egyenesek függőleges aszimptoták.

f) f(x) =
√
x3 − x

Megoldás

Mivel a függvény a [−1, 0] ∪ [1,+∞[ intervallumon értelmezett, és f(−1) =
f(0) = f(1) = 0, ezért nincs függőleges aszimptotája.
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g) f(x) = tan(x)

Megoldás

A függvény értelmezve van az xk = π/2 + kπ pontok környezetében minden
k egész szám esetén. Ezekben a pontokban a baloldali határértéke +∞, a
jobboldali pedig −∞, ezért ezekben a pontokban az x == π/2+kπ egyenesek
függőleges aszimptoták.

2) Határozzuk meg a következő függvények v́ızszintes aszimptotáit (ha léteznek):

a) f(x) = x+1
x−2

Megoldás

A függvény értelmezve van a ±∞ egy környezetében és

f(x) =
x+ 1

x− 2
=
x− 2 + 3

x− 2
= 1 +

3

x− 2
.

Mivel limx→±∞
3

x−2 = 0, ezért az y = 1 egyenes v́ızszintes aszimptotája f -nek.
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b) f(x) = x2−1
2x2+3

Megoldás

A függvény értelmezve van a ±∞ egy környezetében, és

f(x) =
x2 − 1

2x2 + 3
=
x2 + 3/2− 5/2

2x2 + 3
=

1

2
− 5

2(2x2 + 3)
.

Mivel limx→±∞
5

2(2x2+3) = 0, ezért az y = 1
2 egyenes v́ızszintes aszimptotája

f -nek.

c) f(x) = x4

x4−x3+1

Megoldás

A függvény értelmezve van a ±∞ egy környezetében, és

f(x) =
x4

x4 − x3 + 1
=
x4 − x3 + 1 + x3 − 1

x4 − x3 + 1
= 1 +

x3 − 1

x4 − x3 + 1
.

Mivel limx→±∞
x3−1

x4−x3+1 = 0, ezért az y = 1 egyenes v́ızszintes aszimptotája
f -nek.
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3) Határozzuk meg a következő függvények ferde aszimptotáit (ha léteznek):

(a) f(x) = x2

x−2

Megoldás

Az f függvény értelmezve van a ±∞ egy környezetében. Mivel

f(x) =
x2

x− 2
=
x2 − 4 + 4

x− 2
= x+ 2 +

4

x− 2

és limx→±∞
4

x−2 = 0, ezért az y = x+ 2 egyenes ferde aszimptotája f -nek.

(b) f(x) = x3

x2+3x+6

Megoldás

Az f függvény értelmezve van a ±∞ egy környezetében. Mivel

f(x) =
x3

x2 + 3x+ 6
=
x3 + 3x2 + 6x− 3x2 − 6x

x2 + 3x+ 6
= x− 3x2 + 6x

x2 + 3x+ 6
,

és

lim
x→±∞

3x2 + 6x

x2 + 3x+ 6
= 3,

ezért az y = x− 3 egyenes ferde aszimptotája az f -nek.
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4) Határozzuk meg az f(x) = x2−4
1−x2 függvény összes aszimptotáit!

Megoldás A v́ızszintes aszimptoták a ±∞-ben való határértékekkel kapcso-
latosak:

lim
x→±∞

x2 − 4

1− x2
= − lim

x→±∞

x2 − 1− 3

x2 − 1
= −1 + lim

x→±∞

3

x2 − 1
= −1

tehát az y = −1 egyenes v́ızszintes aszimptota.

A függőleges aszimptoták a véges pontokban, tipikusan az értelmezési tartomány
határpontjaiban találhatók. A függvény a ±1 pontokban nincs értelmezve, ezek-
ben a pontokban a határértékek a következők:

lim
x→−1−

x2 − 4

1− x2
= +∞, lim

x→−1+

x2 − 4

1− x2
= −∞

lim
x→1−

x2 − 4

1− x2
= −∞, lim

x→1+

x2 − 4

1− x2
= +∞

A függőleges aszimptoták tehát az x = −1 és x = 1 egyenesek.

Ennek a függvénynek nincs ferde aszimptotája.
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