MATEMATIKA 1.

Integralas téglalaptartomany felett

. Szamolja ki az alabbi kett6s integralt!

/j(/ol(x+y+2)dx>dy

Megoldas: A belso integral kiszamitasakor z a valtozd, y konstans szamként kezelendo:
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Most a kiils6 integral kiszamitasa kovetkezik, melynél y a valtozo:
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. Szamolja ki az alabbi kettds integralt!

/_j(/oz(xz—?)y—l)dx>dy

Megoldas: A bels6 integral kiszamitdsakor z a valtozo, y konstans szamként kezelendé:
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Most a kiils6 integral kiszamitasa kovetkezik, melynél y a valtozo:
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. Szamolja ki az alabbi kettds integralt!

/i(/jwy(m—y)dy) dx

Megoldas: A bels6 integral kiszamitdasakor y a valtozd, x konstans szamként kezelendd. Az
integralas elott célszerd elvégezni a kijelolt szorzast:
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Most a kiils6 integral kiszamitésa kovetkezik, melynél x a valtozo:
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. Szamolja ki az alabbi kettds integralt!

/25(/13 22y(ay? — 2) dy> dx

Megoldas: A bels6 integral kiszamitasakor y a valtozo, x konstans szamként kezelendo. Az
integralas elott célszerd elvégezni a kijelolt szorzast:
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Most a kiils6 integral kiszamitdsa kovetkezik, melynél x a valtozo:
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. Szamolja ki az alabbi kettds integralt!

/21(/_12(2x+y)2dy> dx

Megoldas: A belso integral kiszamitasakor y a valtozd, x konstans szamként kezelendd. Az
integralas elott célszerd elvégezni a kijelolt négyzetreemelést:
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Most a kiils6 integral kiszamitdsa kovetkezik, melynél x a valtozo:
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6. Szamolja ki az f(x,y) = zy? fiiggvény kettds integraljat az
{(z,y) eR*: 0<z<1; -3<y<2}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezd kettos integralt kell kiszamitani:

/01(/_ny2dy>dx.

El6szor a belso integralt szamitjuk ki, melynek sorédn y a valtozo, x pedig konstans.
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A kiils6 integrél kiszamitasa:
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7. Szdmolja ki az f(xz,y) = 23y fiiggvény kettds integraljit az

{(z,y) eR?: -1 <2 <3;1<y<2}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezd kettos integralt kell kiszamitani:
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/ (/ 3y dy) dx.
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Ez az integral szorzatra bonthaté:
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Az els6 integral:

A masodik integral:

Igy az eredeti integral:



. Szamolja ki az f(x,y) = 2z — 3y fliggvény kettds integréljit az
{(z,y) eR?: —2<2<0; -1 <y <3}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezd kettos integralt kell kiszamitani:

/_Z </_i(2f5 - 3y) dy) da.

Ez az integral igy alakithato:
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Ezeket az integralokat pedig szorzatta alakithatjuk:
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A kiszamitds igy kiilonosen egyszeri:
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. Szémolja ki az f(x,y) = bz — 2y? fliggvény kettds integraljat az

fgy az eredeti integral:

{(z,y) eR*: =1 <2 <2 —2<y <3}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezd kettos integralt kell kiszamitani:

/_21 (/2(53: — 2 dy> dz.

Ez az integral igy alakithato:
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Ezeket az integralokat pedig szorzatta alakithatjuk:
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A kiszamités igy kiilonosen egyszerti:
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fgy az eredeti integral:
2 3 65
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. Széamolja ki az f(z,y) = z — 3y + 5 fiiggvény kettds integraljat az

x, €R2z—2<x<0;1< <2
Y Y
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettds integrélt kell kiszamitani:

/Z</12(x—3y—|—5)dy>da7.

Ez az integral igy alakithato:
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fgy az eredeti integral:
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. Szamolja ki az f(x,y) = zy(x?y? — 1) fliggvény kettds integraljat az

{(z,y)) eR*: 1 <2<3;,0<y<2}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezd kettos integralt kell kiszamitani:

/13 (/02 zy(z?y? — 1) dy) dzx.
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Ez az integral igy irhato:

3, p2 3,2 3,2
/ (/ ry(z?y? — 1) dy) dr = / / 23y dy dx — / / xy dy dx.
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Ezek az integralok szorzattd alakithatdk, kiilon szamitjuk ki oket:

N R R S s S s M

N T T ST R R NEN

fgy az eredeti integral:

3, 2
/ </ zy(z?y? — 1) dy) dr =1, — I, =T72.
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Szémolja ki az f(z,y) = e** ¥ fiiggvény kettés integraljit az
{(z,y) €eR*: 0<2<In3; 0 <y <In4}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettds integralt kell kiszamitani:

In3 In4
/ </ ey dy) dx.
0 0
Ez az integrél igy irhato:
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fgy az eredeti integral:
In3 In4
/ (/ ey dy> dr = 3.
0 0

fliggvény kettOs integrédljat az

Szamolja ki az f(x,y) = e 3
{(z,y) eR?*: 0<2<In2;0<y<In3}

tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettos integralt kell kiszamitani:

In2 In3
/ (/ e2y—3e dy) dx.
0 0
Ez az integrél igy irhato:
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/ (/ e2y—3e dy) dr = / e 3% da - / e dy =
0 0 0 0
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fgy az eredeti integral:
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Hatdrozza meg az f(z,y) = (4o — y)® fiiggvény kettds integraljat az
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{(z,y) eR*: -1 <2 <1;1<y<2}

tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettds integralt kell kiszamitani:

/_11 (/12(41» _ y)5dy> dz.

El6szor a bels6 integralt szamitjuk ki:

/12(4:v )y = [_ (4z — y)6]2 (4r —2)° (_(4:;5 — 1)6> _ (o - 1)6 — (4z — 2)6.
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[gy az eredeti integral:

/11</12(4x_y)5dy>dx:/11 (4x—1)6g(4x—2)6dx: E (495_1)77?6(41:—2)7 1_1:

4-1-1D)"—(4-1-2" @ (-)-1)"—(4-(=1)—-2)7 _
4-7-6 B 4-7-6 B
§ 27 4 (~6)7 — (-5

168

= —1189.

Hatdrozza meg az f(z,y) = (2 + 4y)? fiiggvény kettds integréaljat az
{(z,y) eR*: 1 <2 <2 -1 <y<3}

tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettos integralt kell kiszamitani:

/12 (/31(2“4@/)3@) da.

El6szor a belso integralt szamitjuk ki:

/<2x+4y)3dy=[}L-w}::@”‘”) (20+4- (1) _ (2o+12)' = (20— 4)"
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fgy az eredeti integral:
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16. Hatarozza meg az f(x,y) = m fliggvény kettds integraljat az

{(z,y) eR*:3< <7, —2<y< -1}
tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettds integrélt kell kiszamitani:

/37</: m dy) dr = /37</:(93 +y)™ dy) d.

El6szor a belso integralt szamitjuk ki:

[ @i ta= 5w = w07 (<e-27) = -2 -
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fgy az eredeti integral:
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17. Szamolja ki az f(x,y) = x cos(xy) fliggvény kettds integraljat az

{(z,y)) eR*: 0<2<=;0<y<m}
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tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettds integrélt kell kiszamitani:

/0é (/07r x cos(zy) dy) dx.

El6szor a belso integralt szamitjuk ki:

/07r x cos(zy) dy = [az‘ : sin(xxy)};f = [sin(my)}: = sin(zm) — sin(z - 0) = sin(7wz).

fgy az eredeti integral:

/0 </Oﬂxcos<xf‘/) dy) dx = /o% sin(rz) do = [—COS(ﬂx)]% —
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18. Széamolja ki az f(z,y) = ysin(zy) fiiggvény kettds integraljat az

{(z,y) eR*: 0<2< ;0<y <7}
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tartomanyon!

Megoldas: A kovetkezo kettos integralt kell kiszamitani:

/0 : ( /0 "y sin(zy)) dy) da.

Ha el6szor a belso integralt szamitanank ki, akkor egy kellemetlen szorzatfiiggvényt kellene in-
tegrélni, ugyanis az y és a sin(zy) is fiigg az integrélds y valtozéjatol. Ez a nehézség nem 1ép fel,
ha megcseréljiik az integralasok sorrendjét:

/0; </Oﬂysjn(xy)) dy) dr = /07r (/0% ysin(xy)) dx) dy.

[tt el6szor a belso integralt szamitjuk ki:
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/ ysin(zy)) dex = [y : M} = [— cos(xy)] = —cos 4 cos0=1—cos?.
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fgy az eredeti integral:

/0 (/Oﬂysin@y))dy)dx:/OW(/Oéysin(:By))dz>dyz/j(l—cosg)dy:
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