MATEMATIKA 1.

Sorozatok

1. Irja fel az a, = 17:’;‘ sorozat 10. és (n + 1)-edik elemét!

Megoldas: A 10. elem aqq, tehat az a,, sorozatot definialé képletben n helyére 10-et helyettesitiink:

1-5-10 1-—50 49
a = = = ——.
10 10+ 4 14 14

Hasonléan, az (n+1)-edik elem a,,,1 (ami nem tévesztendé ossze a,, + 1-el!), tehdt az a,, sorozatot
definial6 képletben n helyére n + 1-et helyettesitiink:
1-5-(n+1) 1-5n—-5 —5n—4 bn + 4

n+1)+4  n+5  n+d  n+5’

Apy1 =

. Irja fel az a,, = 3t sorozat (n + 1)-edik és (n — 2)-edik tagjat!
Megoldés: Az (n+1)-edik tag a,. 1, tehat az a, sorozatot definidl6 képletben n helyére n+ 1-et

helyettesitiink:
3-(n+1)+4 3n+3+4 3n+7

5-n+1)—1 bBn+5—1 bnt+4d
Hasonléan, az (n — 2)-edik tag a,_q, tehat az a, sorozatot definidlé képletben n helyére n — 2-t
helyettesitiink:

n+1 =

3-(n—2)+4 3n—-6+4 3n —2

5-n—2)—1 5n—10—1  bHn—11

Up—2 =

. Vizsgalja meg az alabbi sorozatokat monotonitas szempontjabdl!

_ n+l
(@) an = 133

Megoldas: Az a, sorozat pontosan akkor novekvd, illetve csokkend, ha a,. 1 > a,, vagyis
apira, > 0, illetve a,11 < ay, vagyis a,+1 — a, < 0. A szigori monotonitashoz pedig
természetesen a megfeleld szigoru egyenlétlenségnek kell teljesiilni. Maésszoval, a mono-
tonitashoz az a,,1 — a, eléjelét kell megvizsgalni.

Esetiinkben:
m+)+1 n+l n+2 n+l O+2)n+3)—(+ln+4)

It = = 1) +3 n+3 n+td n+3 (n+4)(n + 3)
6—4 2
= >0
(n+4)(n+3) (n+4)(n+3)
minden n esetén, hiszen n az 1,2,... értékeket veszi fel. Ezért a,,1 > a, teljesiil minden

n-re, igy a, szigorian monoton névekvo sorozat.

_ n+3
(b) an = 5,

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ennek a sorozatnak a tagjai pontosan megegyeznek az el6z6
feladatban szerepelt sorozat tagjainak reciprokaival. Tehat a reciprokok sorozata szigorian
novekvo: ai" < ﬁ, az elozo feladat szerint. Mivel ezek pozitiv szamok, igy az egyenlGtlenség
mindkét oldalanak reciprokat véve az egyenlGtlenség iranya megfordul: a, > a,y;. Tehat
ez a sorozat szigorian monoton csokkend. Természetesen ezt a feladatot is megoldhatjuk az
el6z0 mintdjara, megvizsgilva az a,.1 — a, kifejezés el6jelét.



_ n47
() n = 5,77

Megoldas: A fentiek mintajara
n+1)+7 n+7 n+8 n+7 m+8)2n—-1)—(n+7)2n+1)

Apy1—0ap =

2n+1)—1 2n—1 2n+1 2n—1 (2n+ 1)(2n — 1)
—8—7 15
= — <0
2n+1)(2n —1) (2n+1)(2n—1)
minden n esetén, hiszen n az 1,2,... értékeket veszi fel. Ezért a,,1 < a, teljesiil minden

n-re, igy a, szigoruan monoton csokkend sorozat.

__ 244
(d) an = 575,

Megoldas: A fentiek mintajara
2+4(n+1) 24+4n  4n+6 2+4n  (4n+6)(3 —5n) — (2 +4n)(—5n — 2)

Ap41—0p =

3—5(n+1) 3—5n —dn—2 3—5m (—5n —2)(3 — 5n)
18+ 4 22
(Con—2)B-5n)  GniGn_3) "
minden n esetén. Ezért a,.1 > a, teljesiil minden n-re, igy a,, szigorian monoton novekvo
sorozat.

3n—2
() an = 15,

Megoldas: A fentiek mintajara
3n+1)—2 3n—-2  3n+1 3n—-2 @Bn+1)(1-2n)—Bn—-2)(—2n—1)

Apy1—0p = 1_2<n+1)_1_2n - —2n—1_1—2n N (—2n—1)(1—2n)

12 B 1 ;
(2n—1)(1-2n) @n+D@2n-1)

minden n esetén. Ezért a,1 < a, teljesiil minden n-re, igy a,, szigorian monoton csckkend

sorozat.
_ 142
(f) an = 57355

Megoldas: A fentiek mintajara
1+2(n+1) 1+2n 2043 14+2n  (2n+3)(2-3n) — (1 +2n)(—1 — 3n)

Qpy1—0ap =

2—-3(n+1) 2—3n —1-3n 2—3n (=1 —3n)(2 — 3n)
6+1 7
= > 0
(=1 —-3n)(2—-3n) (14 3n)(3n—2)
minden n esetén. Ezért a,,1 > a, teljesil minden n-re, igy a,, szigorian monoton névekvo
sorozat.

(8) an = —3- 4"

Megoldas: A fentiek mintajara
Unp1 — Qp = —3-4""1 —(=3.4") = —3.4" .4 —(-3-4") = -3-4"(4—1)=-9-4"<0

minden n esetén. Ezért a, 1 < a, teljesiil minden n-re, igy a,, szigorian monoton csckkeno
sorozat.



4. Vizsgalja meg az alabbi sorozatokat monotonitas és korlatossag szempontjabol!

(a)

n
an = (=1)
Megoldas: Elérebocsatjuk, hogy egy sorozat akkor korlatos alulrél, ha van olyan szam,
amelynél a sorozatnak nincs kisebb tagja — az ilyen szdamokat a sorozat alsé korlatjainak
nevezziikk. Ha egy szam alsé korlat, akkor nyilvan minden annél kisebb szam is alsé korlat,
ezért fontos tudni, hogy minden alulrél korlatos sorozatnak van legnagyobb alsé korlatja,
vagyis egy olyan alsé korlatja, aminél semmilyen nagyobb szdm nem alsé korlat. Tehat ha
egy sorozat alulrél korlatos, akkor végtelen sok alsé korlatja van, de csak egyetlen legnagyobb
alsé korlatja. Nyilvan minden monoton névekvé sorozat alulrdl korlatos, és az elsé tagja a
legnagyobb alsé korlat. Hasonld észrevételeket tehetiink a feliilrol korlatos sorozatokkal
kapcsolatban, értelemszerii modositasokkal. Ha egy sorozat alulrdl és feliilrdl is korlatos,
akkor roviden azt mondjuk, hogy korlatos. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a sorozat
Osszes tagja benne van egy véges zart intervallumban. A legkisebb olyan zart intervallum,
amely egy adott korlatos sorozat Osszes tagjat tartalmazza nyilvan az, amelynek baloldali
végpontja a sorozat legnagyobb alsé korlatja, jobboldali végpontja pedig a sorozat legkisebb
fels6 korlatja.

n

Esetiinkben vegyiik észre, hogy az a, = (—i) sorozat tagjai felvaltva negativok, illetve

pozitivok: a paratlan indextiek negativok, a parosak pedig pozitivok. Tehat a sorozat se
nem novekvo, se nem csokkend. Masrészt, a paratlan indexi tagok sorozata novekvo, tehat
az els6 tag a; = —% a legnagyobb als6 korlat, s ez egyben az egész sorozat legnagyobb also
korlatja, hiszen a paros indexti tagok mind pozitivak. Tovabbé, a paros indexti tagok sorozata
csokkeno, igy azok elso tagja, as = % a legkisebb felsé korlat, s ez egyben az egész sorozat
legkisebb felsé korldtja, hiszen a pdratlan indexii tagok mind negativak. Osszefoglalva, a

sorozat nem monoton, korlatos, és legnagyobb alsé korlatja —;11, legkisebb felsé korlatja
pedig 1.

Megoldas: A sorozat tagjai ismét felvaltva negativok, illetve pozitivok: a paratlan indextiek
negativok, a parosak pedig pozitivok. Tehat a sorozat se nem noévekvo, se nem csokkeno.
Masrészt, a paratlan indexti tagok sorozata csokkend, de alulrél nyilvan nem korlatos. Ha-
sonldan, a paros indextli tagok sorozata novekvo, de feliilrél nem korlatos. Ezért a sorozat se
nem monoton, se nem Kkorlatos, se alulrél, se feliilrol.

a, = 3"
Megoldas: Mivel
Upp1 — Gp = 3" =37 =3"(3-1)=2-3" >0,

ezért a sorozat szigoruan monoton novekvd, tehat az elsé tagja a; = 3 a legnagyobb also
korlatja. Feliilrdl viszont nyilvan nem korlatos, hiszen a 3 pozitiv egész kitevdjii hatvanyai
barmilyen szamndl nagyobbak lesznek. Tehat a sorozat alulrél korlatos, feliilrél nem, igy
nem korlétos.

a/n — _n
Megoldas: Mivel

np1 —ap =—m+ 1) = (=) =n*—(n+1)" <0



ezért a sorozat szigorian monoton csokkend, tehat az elsé tagja a; = —1 a legkisebb felso
korlatja. Alulrél viszont nyilvan nem korldatos. Tehat a sorozat feliilrdl korlatos, alulrdl nem,
vagyis nem korlatos.

5. Vizsgalja meg az aldbbi sorozatokat konvergencia szempontjabol!

(a)

o= (=)'

Megoldas: Nullahoz konvergald sorozat és korldatos sorozat szorzata konvergens, és nullahoz

konvergal. Mivel
p =\ —% =\~ N 5
3 3

ezt alkalmazhatjuk. Ugyanis az (%)n sorozat nulldhoz konvergél (l1d. nevezetes sorozatok),

a (—1)" sorozat pedig korldtos, hiszen minden tagja —1 vagy 1. Igy a szorzatuk nulléhoz
konvergdl:
: I
jim (=5) =0

a, = (—4)"

Megoldas: Minden véges hatarértékkel rendelkezé konvergens sorozat korlatos, s mivel ez
a sorozat nem korldtos (Id. fent), igy nem lehet véges hatarértéke. Mivel minden masodik
tagja negativ, igy nem konvergalhat +oo-hez, s mivel minden mésodik tagja pozitiv, igy
—oo-hez sem. Konvergencia esetén mas lehet6ség nincs, igy a sorozat divergens, és tagabb
értelemben sincs hatarértéke.

a, = 3"

Megoldas: Mivel ez a sorozat se korlatos, ezért ez sem konvergalhat véges hatarértékhez
(Id. az el6z6 feladatot), és persze —oo-hez sem, hiszen alulrél korlatos, pl. a 0 alsé
korlatja. Viszont nyilvan monoton novekve, és minden monoton sorozatnak van hatarértéke.
Mégpedig, ha novekvd, akkor korlatos esetben konvergens, és a legkisebb felsoé korlatjahoz
tart, nem korlatos esetben pedig divergens, de tagabb értelemben +oo a hatarértéke. Ha
pedig csokkend, akkor korlatos esetben konvergens, és a legnagyobb alsé korlatjahoz tart,
nem korlatos esetben pedig divergens, de tagabb értelemben —oco a hatarértéke. Esetiinkben

tehéat a a sorozat divergens, de tagabb értelemben: lim 3" = +4-o00.
n—oo

an:_n

Megoldas: Mivel ez a sorozat se korlatos, ezért ez sem konvergalhat véges hatarértékhez
(Id. az el6z6 feladatokat), és persze +oo-hez sem, hiszen minden tagja negativ. Az el6z8
feladatban alkalmazott érveléshez hasonldéan azt kapjuk, hogy a sorozat divergens, de tagabb

értelemben: lim —n* =
n—oo

—0OQ.

6. Vizsgalja meg az alabbi sorozatokat konvergencia szempontjabdl! Ha a sorozat konvergens, adja
meg azt az Ny kiiszobszdmot, amelytdl kezdve a sorozat elemei a hatérérték e = 1072 sugard
kornyezetébe esnek!

a) a, =

2—3n
1—4n




Megoldas: A sorozat tagjait a kovetkezoképpen érdemes felirni:

2-3n 3m—-2 =n 3-2 3-2
T 1 dn T -1 n4-L T L

n

3

Alkalmazhatjuk a hatarértékkel kapcsolatos alapismereteket: az % sorozat nullahoz konvergal,
igy a % =2 % sorozat is. Ezért a fenti tort nevezojének, 4 — %—nek a hatarértéke 4 — 0 = 4,
ami nem nulla, tehat a tort a szamléalé és nevezd hatarértékeinek hanyadosahoz konvergal. A
szamlalo 3 — %, hatarértéke 3 — 0 = 3, igy végiil

! 2—-3n 3
11m = —.
n—oo 1 — 4n 4

A keresett Ny kiiszobszamnak azt kell teljesitenie, hogy ha n > Ny, akkor

2—3n
1—4n

a—§‘—’ _§]<5
"oog4l 4 '

Némi szamolgatas var rank:

2-3n 3 ‘4(2—371)—3(1—471)’

. B 83 | 5
4(1 — 4n)

1—dn 4l ‘4(1—471) T 16n—4

Az utolsé 1épésben azt hasznaltuk, hogy |4 —16n| = 16n —4, mert nyilvan 16n—4 > 0. Ebbél
az adédik, hogy

16n—4<§7 azaz 16n>4+§,
€ €

tehat az eredeti, kivant egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha n > %6(4 + %) Az ¢ = 1072+t

behelyettesitve

1 504
— (4 210%) = == =31
n>16( +5-10%) G 31,5

kell, hogy teljesiiljon, igy Ny = 31 j6 véalasztas. Természetesen ennél barmilyen nagyobb egész
szam is megfelel a célnak, ez az Ny a lehetd legkisebb.

_ 6n2+3
n = 9 on

Megoldas: A sorozat tagjait a kovetkezéképpen érdemes felirni:

_6m?+3 n? 6+ 3 6+

T 219n  n Zy9 " Zig

Qn

A tort hatarértékét vizsgalva lathatjuk, hogy a szamlald hatérértéke 6, a nevez6é pedig 9, igy
a tort % = %—hez konvergdl, a hatarértékre vonatkoz6 miiveleti szabalyok alapjan. Mivel az
elso tényezonek, az n sorozatnak a tagabb értelemben vett hatarértéke +oo, ezért ugyancsak

a miuveleti szabalyok alapjan a formaélis 400 - g = +00 ,,szamitast” végezhetjik el, tehat

. 6n*+3
lim =

+00.

A sorozat tehat divergens, de tagabb értelemben vett hatarértéke +oo.



c)

8—10n
n+2

Megoldas: Elészor a hatarértéket szamitjuk ki, amennyiben létezik. A fentiekhez hasonléan
atalakitjuk az a,-t megadod kifejezést ugy, hogy a szamlaloban és a nevezében egyarant
kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:

§8—10n n 2-10 2-10 0_
an: — pry —)——:—,
sn+2 n 5+2 542 5

a nevezetes sorozatok hatarértékei és a miiveleti szabalyok alapjan.

A keresett Ny kiiszobszamnak azt kell teljesitenie, hogy ha n > Ny, akkor

‘ ’8 — 10n n 2‘ -
= €
on + 2
Most a kovetkezo, a fentiekhez hasonlé atalakitast végezziik el:
8 —10n 8 — 10n + 2(5n + 2) 8+4 12
<> [55s +2 = R
on + 2 5n—|—2 on + 2 on + 2

Az abszolutérték-jelet elhagyhatjuk, hiszen a =2 +2 kifejezés nyilvan pozitiv. Ebbdl az addédik,
hogy

12 12
on+2 < —, azaz 5n > — — 2,
€ €

tehat az eredeti, kivant egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha n > l(16—2 — ) Az e = 107%

5
behelyettesitve
1198

1
> —(12-10* - 2) = —— =239,6
5( ) 5 Y
kell, hogy teljestiljon, igy Ny = 239 j6 véalasztas.

2n—3
dn+1

Megoldas: Az eddigi tapasztalatok alapjan ilyenkor célszerli a szamldléban és a nevezOben
egyarant kiemelni n legmagasabb elofordulé hatvanyat:

2n—3 n 2-2 2-2 2 1
an = - - r T =5,
dn+1 n 441 441 T4 2

a nevezetes sorozatok hatarértékei és a miiveleti szabalyok alapjan.

A keresett Ny kiiszobszamnak tehat azt kell teljesitenie hogy ha n > Ny, akkor

‘ ’Qn —

T ldn4+1 =&

A fentiekhez hasonlé szamitast végezziik el:
2n —3 ‘ ) (2n —3) — (4n+1‘ ‘ 6—1‘_
n+1 21 2(4n + 1) A8n+21 8n+2

Ebbdl az addédik, hogy
8n+2 < z, azaz 8n > Z—Q,
€

tehat a kivant egyenlotlenség akkor teljesiil, ha n > < (— — 2) Az ¢ = 1072t behelyettesitve

698
>—7-102—2 = 87,25
8( ) = 8

kell, hogy teljestiljon, igy Ny = 87 j6 valasztés.



_ —4n3+8
e) an = 5+7n?

Megoldas: Itt is kiemeljiik a szamlalobdl, és a nevezobdl az n legmagasabb el6forduld
hatvanyat:

C —Ant+8 ot A+ S

-4+ 5
Ay = =n-

== —2 =n. —1
5+7n?  n? 547 o+ T
A fentiek mintajara lathatjuk, hogy a tort hatarértéke —%, igy mivel az elso tényezonek, az n
sorozatnak a tagabb értelemben vett hatarértéke 400, ezért ugyancsak a miiveleti szabalyok

alapjan a formalis 400 - (—%) = —00 ,,szamitast” végezhetjiik el, tehat
. —4n3 +8
lim ————— = —o0.
n—oo 5+ Tn?

A sorozat tehat divergens, de tagabb értelemben vett hatarértéke —oo.

7. Vizsgélja meg az alabbi sorozatokat monotonitds, korldtossag és konvergencia szempontjabol!
Ha a sorozat konvergens, adja meg azt az Ny kiiszobszamot, amelytol kezdve a sorozat elemei a
hatdrérték ¢ = 1073 sugari kornyezetébe esnek!

__ 5=Tn
a) an = g,

Megoldas: A sorozat monotonitasanak vizsgalata:

5-7n+1) 5—-T™m —-2-Tm 5—-Tm Tn+2 Tn-5

Gt = = TS+ 1) 4-5n —1-6n 4-5n bn+l bn—4
(Tn+2)(5n—4) = (Tn=5)5n+1) 3 <0
(Gn+ 1)(5n — 4) - (Gn+1)Brn—4)

tehat a sorozat szigorian monoton csokkeno. Ebbol adéddan feliilrol korlatos, legkisebb felsé

korlatja az els6 elem: a; = % = 2. Az alulrdl korlatossag és a konvergencia vizsgalatahoz

irjuk a,-t més alakba: a fentiekhez hasonléan

5-T™ n 2-7 2-7 -7 7
an = = — e —) _— = -,
4—5n n 1-5 2-5 -5 5
tehat lim,,_, % = %, s mivel a, csokkeno, igy hatarértéke megegyezik legnagyobb alsé

korlatjaval. Tehat a, szigorian csokkeno, korlatos, konvergens, tovabba hatarértéke és leg-
nagyobb als6 korlatja %, legkisebb felso korlatja 2.

Az adott e-hoz tartozé Ny kiiszobindexet a fentiekben alkalmazott maddszerrel hatarozzuk
meg: ha n > Ny, akkor annak kell teljesiilni, hogy

>

7 ~Tn 7| |5(56—Tn) - T(4— 5n)
a"_S‘:‘ ___‘ 5(4— 5n)

4—5n 51
5=l =5
54 —5n)l  5(bn —4)

Itt felhasznéltuk, hogy |4 — bn| = 5n — 4, mert 4 — 5n nyilvan negativ, ha n = 1,2,.... Az
utolso egyenldtlenségben e-nal osztunk, 5n — 4-el pedig szorzunk, ekkor

5n—4>i, azaz 5n>i—i—4,
oe de



tehdt n > %(% + 4) kell, hogy teljesiiljon. Az ¢ = 1072 helyettesitéssel

n > 120,8
ez azt jelenti, hogy valaszthatjuk az
Ny = 120
kiiszobindexet, vagy barmely ennél nagyobb egész szamot.
_ 2n—2
p = 1+3n

Megoldas: A sorozat monotonitasanak vizsgalata:

2n+1)—2 2n—2  2n 2n — 2

Il =0 = 108 +1) 1+43n 3n+4 1+3n
2n(Bn+1) — (2n —2)(3n +4) 8 -0
(3n+4)(3n +1) C GBn+4)GBn+1) "7

tehat a sorozat szigorian monoton névekvo. Ebbol adéddéan alulrdl korlatos, legnagyobb alsé

korlatja az els6 elem: a; = % = 0. A feliilr6l korlatossag és a konvergencia vizsgédlatahoz
irjuk a,-t més alakba: a fentiekhez hasonléan

-2 n 2-2 2-2 2

= g — H_,
143n n 43 143 3

Qn
tehat lim,, ..o ?252 = %, s mivel a, novekvo, igy hatarértéke megegyezik legkisebb fels6
korlatjaval. Tehat a,, szigorian névekvo, korlatos, konvergens, tovabba hatarértéke és legkisebb
felso korlatja %, legnagyobb alsé korlatja 0.

Az adott e-hoz tartozé Ny kiuszobindexet a fentiekben alkalmazott moddszerrel hatdrozzuk
meg: ha n > Ny, akkor annak kell teljestilni, hogy

2n — 2 2‘_‘3(271—2)—2(1—1-371)
3 3

>
c 1+3n (1+3n)

|-
ap, — = | =
3

EE) s
3(1+3n)l  3+9n

Ebben az egyenlotlenségben e-nal osztunk, 3 4+ 9n-el pedig szorzunk, ekkor

8 8
3+9n > —, azaz In > - — 3,
€ €

tehat n > %(g - 3> kell, hogy teljesiiljon. Az € = 1073 helyettesitéssel
n > 888, 1

s ez azt jelenti, hogy valaszthatjuk az
Ny = 888

kiiszobindexet, vagy barmely ennél nagyobb egész szamot.

Megjegyzés: Az eddigi feladatok megolddsabdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy
a fentiekhez hasonlé kifejezések, az vgynevezett raciondlis tortfiggvények (ami az n két
polinomjanak hanyadosat jelenti) esetében a hatérértéket ,ranézésre” megallapithatjuk, a
kovetkezok alapjan:



A) Ha a szdmliléban az n legmagasabb hatvanya kisebb, mint a nevez8ben, akkor a
sorozat hatarértéke 0.

B) Ha a szamlaléban az n legmagasabb hatvanya nagyobb, mint a nevez6ben, akkor a
sorozat hatarértéke +o00, vagy —oo attdl fliggéen, hogy szamlaléban és a nevezoben az n
legmagasabb hatvanyait tartalmazo tagok eléjele azonos, vagy ellentétes.

C) Ha a szdmlaléban az n legmagasabb hatvinya egyenld a nevezében az n legmagasabb
hatvanyaval, akkor a sorozat hatarértéke egyenlé a szamldléban és a nevezOben az n
legmagasabb hatvanyait tartalmazoé tagok hanyadoséaval.

a, = 2"+
Megoldas: A sorozat monotonitasanak vizsgalata:
U1 — Q= 20TV _ontl — ontlo 1) — gntl 5

tehat a sorozat szigorian monoton névekvo. Ebbol adédéan alulrdl korlatos, legnagyobb alsé
korldtja az elsé elem: a; = 27! = 22 = 4. A sorozat feliilré]l nyilvdn nem korldtos: ha K
tetszoleges pozitiv valos szam, akkor n > log, %K esetén 2" > %K, és 2" =2.2" > K,
tehat a sorozatnak semmilyen pozitiv valds szam nem felsoé korlatja. Ezért a, nem is lehet
konvergens, viszont az el6z6 szamitasbdl lathato, hogy tagabb értelemben +oo a hatarértéke.
Tehat a sorozat szigorian monoton novekvo, alulrdl korlatos, legnagyobb alsé korlatja 4, nem
korlatos, divergens, és tagabb értelemben 400 a hatarértéke.

8. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

(a)

a, = —bn?+4n — 8

Megoldas: Szimbolikusan ugyan, de a hatarértékre vonatkozé tételek és miiveleti szabalyok
alapjan korrekt modon azt irhatjuk, hogy

4 8
an:—5n2+4n—8:—n2<5—|————> — (—00) - (54+040) = —o0.
n

Egészen pontosan ez azt jelenti, hogy a zardjelben allo sorozat harom sorozat 6sszege, melyek
koziil az elsé a konstans 5 sorozat, melynek hatarértéke 5, a masodik és harmadik pedig a
nulldhoz konvergal6 % és —% sorozatok, igy a zardjelben allo sorozatnak ezek hatarértékeinek
osszege, vagyis 540+ 0 = 5 a hatarértéke. Mivel ez a sorozat a —oo tagabb értelemben vett
hatarértékkel rendelkez6 —n? sorozattal van megszorozva, igy a mfiveleti szabalyok alapjan
a szorzat tagabb értelemben vett hatarértéke —oo:

lim —5n% + 4n — 8 = —oo.
n—oo

a, = 3n* +/Tn’ — in?

Megoldas: Az elobbi feladathoz hasonléan, a kifejezésbdl kiemeljiik az n legmagasabb
kitevoji hatvanyat:

4 3 41

an = 3nt + VT’ — =n? =n". <——|— 7———).

3 n 3n3
Az el6bb alkalmazott érvelés alapjan a zaréjelben levé kifejezés hatérértéke /7, ami meg
van szorozva a +oo tagabb értelemben vett hatdrértékkel rendelkezd n® sorozattal, igy a
miiveleti szabalyok alapjan a szorzat tagabb értelemben vett hatarértéke +oc:

4
lim 3n* + ﬁn5 — —n? = 4o0.

n—oo 3



Megjegyzés: Az eddigi feladatok megoldasabol azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a
fentiekhez hasonlo kifejezések, az ugynevezett polinomok esetében a hatarértéket ,,ranézésre”
megallapithatjuk, hogy sorozat hatarértéke +oo, vagy —oo attdl fiiggden, hogy a legma-
gasabb hatvany egyiitthatéja pozitiv, vagy negativ.

a, = vVont—2n2+1

Megoldas: Az elébbi feladathoz hasonléan, a kifejezésbél kiemeljiik az n legmagasabb
kitevoji hatvanyat:

/ / 2 1

Az el6ébb alkalmazott érvelés alapjan a négyzetgyok alatt levé kifejezés hatarértéke 5, igy a
szorzat méasodik tényezéjének hatarértéke /5, ami meg van szorozva a +oo tdgabb értelemben
vett hatérértékkel rendelkezd n? sorozattal, igy a miiveleti szabalyok alapjan a szorzat tagabb
értelemben vett hatarértéke +oo:

lim v5nt — 2n?2 + 1 = +o0.

n—oo

an, =vV3—n—n?
Megoldas: Az elobbi feladathoz hasonldéan, a kifejezésbol kiemeljik az n legmagasabb
kitevoji hatvanyat:

3 1
=B n-n2=vVn2-{/=———1=ns. ,/—2———1
TL n n

A korabban alkalmazott érvelés alapjan a gyok alatt levo kifejezés hatarértéke —1, igy a
szorzat masodik tényezéjének hatarértéke v/—1 = —1, ami meg van szorozva a +oo tadgabb
értelemben vett hatarértékkel rendelkezd ns sorozattal, igy a miiveleti szabalyok alapjan a
szorzat tagabb értelemben vett hatarértéke —oo

lim v/3 —n —n2 = —oc.

n—o0

_ Tn3—4n?
Gn = 553 —on

Megoldas: A fenti megjegyzés alapjan a hatarérték ,ranézésre” —i, hiszen a harmadik

esettel dllunk szemben: a szamlalé és a nevez6 hatarértéke megegyez1k tehat a hatarérték a
legmagasabb foku tagok hdnyadosa: ngS = —g. A pontos szamitasok elvégzése: a fentiekhez

hasonléan, a szamlaloébol és a nevezobdl kiemeljiik az n legmagasabb kitevoji hatvanyat:

™3 — 4n? n? 7—% 7—%

Tt —on nd T_5-5 S_5_3

[SAEN]

A korabban alkalmazott érvelés alapjan lathatd, hogy a tort hatarértéke }5 =—

™3 — 4n? 7
lim —m8 — = ——.
n—oo 6 — Hn3 — 9In 5



(f)

_ 6n—2n°-7
On = T3p218n
Megoldas: A fenti megjegyzés alapjan a hatarérték ,ranézésre” —oo, hiszen a mésodik
esettel allunk szemben: a szamlaléo magasabb foku tagot tartalmaz, mint a nevezo, és a leg-
magasabb foki tagok —2n®, és 3n?, melyek elbjele ellentétes. A pontos szamitdsok elvégzése:
a fentiekhez hasonldéan, a szamldlébol és a nevezobdl kiemeljiik az n legmagasabb kitevéj
hatvanyat:
" :6n—2n5—7:n_5.%—2—% :n?"i_ - L

" 3n? 4 8n n? 3+2 3+ 2

A korabban alkalmazott érvelés alapjan lathaté, hogy a tort hatarértéke %2 = —%, mely

meg van szorozva a +oo tagabb értelemben vett hatarértékkel rendelkezé n? sorozattal, igy
a miuveleti szabalyok alapjan:

. 6n—2n°—7
lim ———— = —o0.
n—oo  3n? 4+ 8n

a. = 2n°4+3—4n

n — 2+8n2
Megoldas: A | rédnézésre-modszer” itt is miikodik, melynek alapjan a hatarérték +oo, de
alljon itt a pontos szamitas: a fentiekhez hasonldéan, a szamlalobol és a nevezobol kiemeljiik
az n legmagasabb kitevoji hatvanyat:

28 +3—4n nb 2+ 35— % e
= < 0 _ 7 2 n n 4 7 nb  nd
" 2 + 8n? n? £ 438 Z+38
. ’ , ., . . . v s 2 1
A kordbban alkalmazott érvelés alapjdn ldthatd, hogy a tort hatarértéke 5 = 7, mely meg

4

van szorozva a +oo tagabb értelemben vett hatarértékkel rendelkezo n* sorozattal, igy a

miiveleti szabédlyok alapjan:
" 2n8 +3 — 4n N
im —————— = 4o0.
n—00 2 —+ 87’1,2

4. — 4n+3—9n*
no 24507

Megoldas: , Rénézésre” a hatarérték 0, hiszen a szdamlalo alacsonyabb foki a nevezonél.
A pontos szamitas: a fentiekhez hasonléan, a szamlalobdl és a nevez6bol kiemeljiik az n
legmagasabb kitevoji hatvanyat:

Cdn+3-9nt ot S+ %5-9 1 H+5-9

24507 7 ;—72—1—5 - nd —%4—5

Qn

A kordabban alkalmazott érvelés alapjan lathatd, hogy a tort hatarértéke _?9 = —%, mely meg
1

van szorozva a (0 hatarértékkel rendelkezd 5 sorozattal, igy a miiveleti szabalyok alapjan:

4n + 3 —9n? 9
u:0.< 5>:0,

lim
n—oo —2 4 5n7

(5n—4)2+2n

p = 3n—2n2

Megoldas: A ,ranézésre-modszer” alkalmazasahoz vegyiik észre, hogy a szamlaléban a
kijelolt négyzetreemelés elvégzése utan a legmagasabb foki tag 2512 lesz, s ebbdl mar adédik,



hogy a hatarérték —%. A pontos szamitashoz eloszor a szamlaloban elvégezziik a kijelolt

négyzetreemelést, majd a fentiekhez hasonléan, a szamlalébol és a nevezobdl kiemeljilk az n
legmagasabb kitevoji hatvanyat:

(bn—4)>4+2n  25n° —40n+16+2n  25m* —38n+16

" 3n—2m2 3n — 2n? 3n — 2n?
n? 25— 418 2524 15
n2 3o o E_
A korabban alkalmazott érvelés alapjan lathaté, hogy a tort hatarértéke 3—52 = —2—25, igy a

miiveleti szabalyok alapjan:

. (bn—4)*+2n 25
lim = ——.
n—oo  3n — 2n? 2

(—3—2n)%—4n

an = 1-7n

Megoldas: Az eléz6 feladathoz hasonléan, a ,,ranézésre-modszerhez” csak a legmagasabb
foku tagokat kell meghatdrozni: a szamldléban ez (—2n)? = 4n? lesz, a nevez6ben pedig
—7, igy a hatarérték —oo. A pontos szamitas: el6szor a szamlaloban elvégezziik a kielolt
négyzetreemelést, majd a fentiekhez hasonléan, a szamlalébol és a nevezobdl kiemeljiik az n
legmagasabb kitevoji hatvanyat:

(=3—2n)>—4n 9+ 12n+4n*> —4n 9+ 8n+4n°

“E T Tm T 1—7n ~ T 1-m
n? S +3+4 Z+24+4
P e B
n = =T ==
A korabban alkalmazott érvelés alapjan lathatd, hogy a tort hatarértéke %7 = —%, mely

meg van szorozva a +o0o tagabb értelemben vett hatarértékkel rendelkez6 n sorozattal, igy a
miiveleti szabdlyok alapjan:

-3 —2n)* -4
lim( 3—2n) n_

n—o0 1—"Tn

—0OQ.

(3—6n2)2+2n3

Un = Sias13n?

Megoldas: A ,ranézésre-modszer” alkalmazasahoz kicsit tobb figyelem kell: a szamlaléban
a legmagasabb fokt tag — a négyzetreemelés utan — (6n?)? = 36n?, a nevezében pedig 4n°,
igy a hatarérték 0. Am végezziik el a pontos szamitéast is: eldszor a szamlaloban elvégezziik a
kielolt négyzetreemelést, majd a fentiekhez hasonldéan, a szamlalébol és a nevezébol kiemeljiik
az n legmagasabb kitevoji hatvanyat:

 (3-6n*)?+2n*  9-—36n*+ 36n* + 2n’

" 244054302 2 + 4nd + 3n?
nt ZH-%+36+2 1 H-84+36+2
R L e

A korabban alkalmazott érvelés alapjan lathatd, hogy a tort hatarértéke % = 9, mely meg
van szorozva a 0 hatarértékkel rendelkezo % sorozattal, igy a miiveleti szabdlyok alapjan:
. (3—=6n?)%*+2n?
lim =
n—oo 2+ 4n® + 3n?




0 a, = iz

Megoldas: ,,Ranézésre” meghatarozzuk a legmagasabb foku tagokat: a szamldléban — a
szorzasok elvégzése utdn — a két legmagasabb foku tag szorzata: n? - 2n = 2n3, a nevez6ben
pedig négyzetreemelés és szorzés utén n - (3n)? = n - 9n? = 9n3. Igy a hatdrérték gnig =2
A részletes szamitas ezt igazolja: elGszor a szamldloban elvégezziik a kielolt szorzast, a
nevezdben pedig a kijelolt négyzetreemelést, majd a fentiekhez hasonléan, a szamlalébdl és

a nevezobol kiemeljiik az n legmagasabb kitevéji hatvanyat:

(n*+1)(2n+3) 2n*+3n*+2n+3 2n*+3n’>+2n+3
a/TL = = =
n(3n —1)2 n(9n? —6n + 1) In3 —6n2+n

P 24342458 24342545

3 _6 41 _ 64 1
n 9 n+n2 9 n+n2

2

A kordbban alkalmazott érvelés alapjdn ldthato, hogy a tort hatdrértéke 3,

szabalyok alapjan:

igy a miuveleti

2
lim (n®+1)(2n + 3) _ g
n—oo  n(3n —1)32 9

(3n2—1)(n®+1)

(m) an = 5ty

Megoldas: A | ranézésre-médszeriink” alapjan a hatérérték g lesz, melyet a kovetkezo,
szokasos szamitas igazol: elészor a szamléloban és a nevezoben elvégezziik a kijelolt miivele-
teket, majd a fentiekhez hasonldan, a szamlalobdl és a nevezobdl kiemeljiik az n legmagasabb
kitevoji hatvanyat:

(Bn?—=1)(n*+1) 3n°+3n*—n*—1 3n°+3n*—n*>-1
a, = = =

Sn3(n+4)2 532+ 8n+16)  5nd + 40n + 80n3
SJEEE T U Y G g
nd 54+ 8 T 5 080

3

A kordbban alkalmazott érvelés alapjdn ldthato, hogy a tort hatdrértéke £,

szabalyok alapjan:

igy a miveleti

2 3
lim (3n* —1)(n®> 4+ 1) _ §
n—00 5n3(n + 4)2 5

9. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

_ V2n247
(a) an = 6+n

Megoldas: A fentiekben alkalmazott modszert kovetjik: a szamlaloban és a nevezoben is
kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat. Ne feledjiik, hogy a gyokok alatti hatvanyoknal
a kiemelést a gyok aldl is el kell végezni. Esetiinkben a szamlalébdl a gyok alél n2-et kiemelve
a gyokon kivillre mar v/n? = n keriil:




Itt mar alkalmazhatjuk a korabbi gondolatmenetet: a gyok alatti kifejezés hatarértéke 240 =
2, igy a szamlalé hatérértéke /2, a nevezdé pedig 0 + 1 = 1. Igy végiil

7
22 2+n_
V2w A T Ve s

lim = lim ——
. = In2+2
n T 6n—3

Megoldas: A fentiekben alkalmazott médszert kovetjiik: a szamldléban és a nevezOben is

kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:
Vn? + v \3/1+ ns \3/1+% _1 \3/1+n_22

6__ 7.—6_3 = n 3—6_§ .

Azn"s tényezo 0-hoz tart, a tort pedig 71 = %—hoz, igy

. = —
on —3 n

Megallapithatjuk, hogy a korabban vazolt , ranézésre-modszer” kiterjesztheté a gyokos kife-
jezésekre tgy, hogy azoknak is ,,fokszamot” tulajdonitunk: a gyok alatti legmagasabb fok-
szamot elosztjuk a gyokkitevével. A jelen példandl ez igy nyilvanul meg, hogy a gyok alatti
kifejezés fokszama 2, elosztva a gyokkitevovel, azaz 3-mal, azt kapjuk, hogy a szamlalo
,,fokszama” §, a nevezojé pedig 1, igy a szamlalo fokszama kisebb a nevezoénél, s ezért a tort
hatarértéke 0.
4 — n2+42

n m
Megoldas: A | ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték oo valamilyen el6jellel, hiszen a
szamlalé fokszama 2, a nevezojé pedig %, ami kisebb, mint 2. Az elgjel a legmagasabb foku
tagok elGjeleinek Osszehasonlitasabol adodik. A pontossag és a gyakorlas kedvéért a fentiek-
ben alkalmazott mddszerrel szamoljuk ki a hatéréréket: a szamlaléban is, és a nevezében is
kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:

n+2 n? 1+3 b5 1+3 1+3%
p=——=— - ——2=n“"1. —L_ —=p

2
5- . .

Vn® —6  ni af] _ 6 i/] _ 6 i1 _ 6
nd nd nd

Az ni tényez6 +o00-hez tart, a masodik tényezo pedig %Lﬁ = %—hez, igy

e

. n?+ 2
lim ——— = +o0.

n—oo /md — 6

—/b5n2+4+4+2n—8n
n+3

an:

Megoldas: A | ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték véges, hiszen a szamléalé és a nevezd
fokszama egyarant 1. A pontossag és a gyakorlas kedvéért a hatarértéket a fentiekben al-
kalmazott mddszerrel szamoljuk ki: a szamldléban is, és a nevezoben is kiemeljiik n legma-
gasabb elofordulé hatvanyat:

«’5n2+4+2n— 1/5+n2+——8 \/5"‘ +——8

n+3 1+— 1+—

anp =




A szamlalé —+/5 — 8-hoz tart, a nevezé pedig 1-hez, igy

_ 2 _
lim vVon? 4+ 4+ 2n 8n:—\/3—8,

n—00 n—|—3

3n4+v6n24+2n—S8
Sn—1

an:

Megoldas: A | ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték véges, hiszen a szamlélé és a nevezd
fokszama egyarant 1. A pontossag és a gyakorlas kedvéért a hatarértéket a fentiekben al-
kalmazott mdédszerrel szamoljuk ki: a szamléléban is, és a nevezoben is kiemeljiik n legma-
gasabb elofordulé hatvanyat:

_3n+V6n2+2n—-8 n 3+\/6+%_%_3+\/6+%—%
n 5—% N 5—% '

" 5n —1

A szamlal6 3 + v/6-hoz tart, a nevezé pedig 5-hoz, igy

3+ VnZ+2n—-8 3++6
lim = .

11n3—2n

\3/ 6n+2n3—1+Tn

Megoldas: A ,ranézésre-mddszer” alapjan a hatarérték valamilyen elGjelii oo, hiszen a
szamlalo fokszdma n3, ami nagyobb, mint a nevezd fokszama: 1. A pontossdg és a gyakorlds
kedvéért a hatarértéket a fentiekben alkalmazott modszerrel szamoljuk ki: a szamlaléban és
a nevezoben is kiemeljik n legmagasabb el6forduld hatvanyat:

11n3 — 2n 11— =% 11—

\3/6n+2n3—1+7n / +2__+7 /n2_|_2__3_|_7

A szamléalé 11-hez tart, a nevezd ped1g V/2 + T-hez, igy a tort éf -hez konvergdl, de a tort

meg van szorozva a +oo-hez tarté n’-tel, igy
11n® —2n

5, Sontom® —1+7n

24n
n24 v6n+3ni—1

a/n:

Megoldas: A ,ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték 0, hiszen a szamlalo fokszama 1, ami
kisebb, mint a nevezo fokszama: 2. A pontossdg és a gyakorlas kedvéért a hatarértéket a fen-
tiekben alkalmazott moédszerrel szamoljuk ki: a szamlaloban is, és a nevezében is kiemeljiik
n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:

24+n n 2—I—l 1
a,n: = — = — .
n

4 2 ’
R e T B W A R A F A R

A szamlalé 1-hez tart, a nevezo is 1-hez, igy az utolsé tort 1-hez konvergal, de ez meg van
szorozva a 0-hoz tarto %—tel, igy

24n

lim
n—oo n2 4 v/6n + 3nt —




(h)

A = V16n7+6n3—n

n 4+4n
Megoldas: A | ranézésre-médszer” alapjan a hatarérték valamilyen elGjelii co, hiszen a
szamlalé fokszama 1, ami nagyobb, mint a nevezé fokszama: 2. Az eldjelet a legmagasabb
foku tagok elGjelei dontik el, ami jelen esetben pozitiv. A pontossig és a gyakorlas kedvéért
a hatarértéket a fentiekben alkalmazott moddszerrel szamoljuk ki: a szamlaloban is, és a

nevezében is kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:
/16 + 2 — =

V1607 4+ 6n3 —n ni \4/16"'%_7?16 3
J— . = n4 -

4+ 4n T 114 144

Ay =

Az utolsé tortben a szdmlalé v/16 = 2-hoz tart, a nevezd 4-hez, igy a tort % = %—hez
konvergél, de ez még meg van szorozva a +o0o-hez tartéd n%—nel, igy

. V16nT+6n3 —n
lim = 400.

8n3+v4nS+2n2—8n

an = n3—1

Megoldas: A | ranézésre-médszer” alapjan a hatarérték véges, hiszen a szamlald és a
nevezo fokszama egyarant 3. A pontos hatarértéket gyakorlasképpen a fentiekben alkalma-
zott modszerrel szamitjuk ki: a szamlaloban is, és a nevezében is kiemeljiik n legmagasabb
el6forduld hatvanyat:

80t VA 122 B0 _n? ST\t o 8

a, = =
n3—1 n3 1—# 1—n—

A szamlalé 8 + v/4 = 10-hez tart, a nevezd 1-hez, igy a tort 1—10 = 1-hez konvergal:

46 22_
lim 8n+\/n+n 8n _ 10,

n—o0 —1

_ 2—3n?2
\3/ 4nd4+-2n+5n

Megoldas: A ,ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték oo-hez tart valamilyen el6jellel,
hiszen a szamlal6 fokszama 2, a nevez6é pedig kisebb: g Az 00 ,.elojelét” a legmagasabb foku
tagok egytitthatoinak osszehasonlitdsabdl megallapithatjuk, ami ’7% < 0, de gyakorlasképpen
a fentiekben alkalmazott modszerrel szamolunk: a szamldléban is, és a nevezoben is kiemeljiik
n legmagasabb el6fordulé hatvanyat:

2 — 3n? n? % -3 1 % -3
a?’l: = — =N . .
VAnd +2n +5n  nd 34+%+% 34+%+%
n3 n3

A szamlalé —3-hoz tart, a nevez6 v/4-hez, igy a tort a negativ —%—hez konvergél, de a tort
meg van szorozva a +oo-hez tartd né—nal, igy
2 — 3n? B

W%W'M4n5%—2n—%5n-_




(k)

a. = 5—vn%—9
n  2n+3

Megoldas: A | ranézésre-mddszer” alapjan a hatarérték —%, amit a fentiekben alkalmazott
mobdszerrel igazolunk: a szamlaloban és a nevezében is kiemeljiikk n legmagasabb el6forduléd

hatvényét:
5 / 9 5 /
n 1 - nZ n

2+3 243

5—vn?2—9 n
an:—:ﬁ.

2n+ 3

A szamlélé —1-hez tart, a nevezo 2-hoz, igy a tort —%—hez konvergdl:

5—+v/n?2—-9 1

lIlm —mm = ——.
n—oo  2n+3 2
P - Y/nir3n2—1
n 3+5n

Megoldas: A ,ranézésre-mddszer” alapjan a hatarérték +oo, amit a fentiekben alkalmazott
mobdszerrel igazolunk: a szamlaloban és a nevezében is kiemeljiik n legmagasabb el6forduld

hatvanyat:
[ Bk b iR d Rk
ap = — ns .4
34 5n n 245 245

A szamldlé /1 = 1-hez tart, a nevezd 5-hoz, igy a tort %—hbz konvergal, de meg van szorozva
a +oo-hez tarté ns sorozattal, igy:
vnt +3n? — 1

li = )
nggo 3+ 5n oo

. = n’-1

n 3n—/4nT—2n3
Megoldas: A ,ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték 0, amit a fentiekben alkalmazott
modszerrel igazolunk: a szamlaloban és a nevezoben is kiemeljiik n legmagasabb el6forduld
hatvanyat:

1 1
n® -1 n? 1—:5 11—
an = PV 5= T -1
3n —v4n" —2n ns 3 _ 3/4 2 n33 _ 3fgp 2
T pov 1 A
n3 n3

Az utolsé tortben a szamldlé 1-hez tart a nevez$ —+v/4-hez, igy a tort —%—hez konvergél,

de meg van szorozva a 0-hoz tarté — sorozattal, igy:

3

2
-1
lim n =0

n—o0 3n — v/4n" — 2n3




2—/2n2+3n

(n) ap = n—2

Megoldas: A | réanézésre-modszer” alapjan a hatarérték valamilyen elGjelii oo, amit a fen-
tiekben alkalmazott mddszerrel igazolunk: a szdmlaléban és a nevezdben is kiemeljiik n

legmagasabb el6fordulé hatvanyéat:

2 3 2 3
2-V2r2+3n n nV2Ttn L 2+
an: = —n =N
vn —2 n% 1_% 1_%

A szamlalé —v/2-hoz tart, a nevezd /1 = 1-hez, igy a tort —v/2-hoz konvergsl, de meg van
1
szorozva a +00-hez tarté n2 sorozattal, igy:

2 —/2n2 4+ 3n B

= —OQ.

lim

n—00 /n—2

_ YmA 54602 12n—8
(0) an = n—1

Megoldas: A | ranézésre-mddszer” alapjan a hatarérték +oo, amit a fentiekben alkalmazott
modszerrel igazolunk: a szamlaloban és a nevezoben is kiemeljik n legmagasabb eloforduld
hatvanyat, de ne feledjiik, hogy a szamlaléban mindkét tagbdl ugyanazt a hatvanyt kell
kiemelni, azt amelyik az egész szamlaléban a legmagasabb kitevojl, vagyis ns-t:

: 5 6 8
I R I B
. _

= [T

Ylto+,/5+5-
1

_1
n

|0

Wi

B Vn* 4+ 5+ v/6n2+2n—8
N n—1

n

woo|°°

(+)  n3

A gyokkifejezésekbol valé kiemelés részletesebben a kovetkezé mdédon torténik:

Vnt + :\3/714(1—1—24) :v3n4-\3/1+34:n%-\3/1+24,
n n n

és a négyzetgyokos kifejezésbdl is ns-ot kell kiemelni, ami négyzetgyok alatt Vv ng, tehat

Vbn? +2n —8 = \/n§(6n2’§ + 20175 —8n73) = Vns - \/6712’% +2n!"8 —8n7s =

2

A fenti, csillaggal jeldlt kifejezésben, a tortben a szamlalé /1 = 1-hez tart, a nevezd 1-hez,
. . , 1 .
igy a tort 1-hez konvergdl, de meg van szorozva a +oo-hez tarté ns sorozattal, igy:

[SMI

n +

3

w\m| S
el 0
| 00

. Vnt4+5+6n?+2n—38
lim

n—00 n—1

= —OQ.




(p)

VInt—3n2+4—3n
n2—/bn+16n*—2

an:

Megoldas: A | ranézésre-modszer” alapjan a hatarérték —=, amit a fentiekben alkalmazott
mobdszerrel igazolunk: a szamlaloban és a nevezdében is klemeljuk n legmagasabb el6forduld
hatvanyat, de ne feledjiik, hogy a szamldléban mindkét taghdl ugyanazt a hatvanyt kell
kiemelni, azt amelyik az egész szamlaléban, a legmagasabb kitevéji, vagyis n?-et, és ugyanez
a helyzet a nevezoben is:

O 32 +d—3n n2 9 mtai—s I mtai— o
CLn: :—2. — .
n? —bn+16nt -2 n° 4 _ 5162 1-,/5116-2

A tortben a szamlalé v/9 = 3-hoz tart, a nevez 1 — /16 = —3-hoz, igy a tort —1-hez
konvergal:

. Int —3n%2+4—3n

lim =—1.

n—oo n2 —/bn 4 16n* — 2

_ 602+ /3n71+6nt

T Y3n1046n—2n3

Megoldas: A ,ranézésre-mddszer” alapjan a hatarérték 0, hiszen a nevezd fokszama 3, ami
nagyobb, mint a szamlalo fokszama: % Részletesen, ezt a fentiekben alkalmazott modszerrel
igazolhatjuk: a szamlaloban és a nevezoben is kiemeljiik n legmagasabb el6fordulé hatvanyat,
de ne feledjiik, hogy a szamlaloban mindkét taghdl ugyanazt a hatvanyt kell kiemelni, azt
amelyik az egész szamlaléban, a legmagasabb kitevéjii, vagyis n?-et, és ugyanez a helyzet a
nevezoben is:

Qn

6n2+ /307 +6nf  ni  6n*5 + /377 + 6nt T
an = == "3 =
/3n10 + 61 — 2n3 n3 \0/37110715 + 6nl-15 — 9pn3-3

—2 6ns + /3 +6n-3

e e
Az n negativ kitevGji hatvanyai 0-hoz tartanak, hiszen azok a megfelel6 pozitiv kitevéji
hatvanyok reciprokai, a pozitiv kitevojli hatvanyok pedig 4+-o0-hez tartanak. Ezért a tortben
a szamlalé v/3-hoz tart, a nevezd pedig —2-hoz, igy a tort —%g—héz konvergdl:, ami meg van

n

s 2 ,
szorozva a (0-hoz konvergalé n™3 sorozattal, ezért

I 6n2 + v/3n7 + 6n*
im —
n—oc \/3n10 4 6n — 2n3

10. Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét!

(a) an

— 57 _ 3n

Megoldas: Az a, sorozat két olyan sorozat kiilonbsége, melyek mindegyike divergens, de
mindegyiknek 1étezik a tagabb értelemben vett hatarértéke, ami +oo. Mivel ilyen esetben
a hatarértékre vonatkozé szamolasi szabalyok nem adnak utmutatast az a, hatarértékének
kiszamitasara, méas modszert kell alkalmaznunk. Ugyanaz lesz az alapgondolat, mint a fen-
tiekben: kiemeljiik a kifejezésbol azt a tagot, amely varhatéan a ,legnagyobb” | a ,leg-
gyorsabban” tart +oo-hez. Az 1-nél nagyobb alapt exponencialis fliggvények kozott azok az



,,erosebbek” | amelyeknek az alapja nagyobb. Esetiinkben ezért az 5" tényezot emeljiik ki a

kifejezésbol:
3" 3\
(=)= fi- ()]
¢ 5 5

A szogletes zardjelben a (%)n hatarértéke 0, hiszen az 1-nél kisebb abszolutértéki szamok

hatvanyai 0-hoz konveralnak. fgy az zarojelben &all6 kifejezés hatarértéke 1, ami meg van
szorozva a +o0o — tagabb értelemben vett — hatarértékkel rendelkezé 5" sorozattal, igy a
hatarértékre vonatkozod, ebben az esetben alkalmazhaté szabdlyok alapjan a szorzat hatér-
értéke +00:

lim 5" — 3" = 4-00.
n—oo

a, = 10" — 2%
Megoldas: A fenti gondolatmenet alkalmazasdhoz azonos hatvanykitevokre van sziikség:
ap = 10" — 2" = q,, = 10" — (21)" = 10" — 16™.

Most mar alkalmazhatjuk a fenti modszert:

10" 10\ "
I (L
ay = 10" ~ 16" = 16" 1 6" | (15

A szogletes zaréjelben a (}—g)n = (%)n hatarértéke 0, igy a zardjeles kifejezés hatarértéke —1,

ami a o0 hatfértékkel rendelkezé 16™ sorozattal megszorozva —oo-hez tart:

lim 10" — 2" = — .
n—oo

a4, = 3" — 5"
Megoldas: Mivel
I I\ /1\n 1\n
s (0w O Q)] -o- ()
¢ 5 3/ \5 15
a fenti gondolatmenet alkalmazéasaval azt kapjuk, hogy

lim 3" — 57" = +o0.
n—oo

_ 3n49.5m
an - 4n_—4

Megoldas: A fentiekhez hasonléan jarunk el — a szamlaléban és a nevezében is kiemeljiik a
,,Jegnagyobb” tényezoket:

34257 50 B 42 _<5>n (3)" +2
B 1-4-4  \4

T T T ioa LT -4 (T

Mivel itt ( )n és (%)n hatarértéke 0, ezért a tort hatarértéke % = 1, a +oo hatarértékkel

3
5 n
rendelkezo (g) -el megszorozva a sorozat hatarértéke +oo:

I 3"+ 2-5" n
m —————— = Q.



(e)

_ _8"43
CITL - 3n_4.8n

Megoldas: A fentiekhez hasonldan:

"+3 8 1+ 1+3-(3)" 1 1

a’TL = — = — . o _— ) = — = ——,

yoaw s T (o A
_ 25T
Un = 3371580

Megoldas: A fentiekhez hasonldan:
I R Y G <7>n (2)"+5
S 230 45-8 8 2.845 \8/ 2. (' +5

A tort hatarértéke g =1, a (%)n tényez6 pedig 0-hoz tart, igy a sorozat hatarértéke 0:

. 2" +5-7T

lim —— =

n—oo 23" 4 5. 8"
Az eddigiek alapjan az ilyen tipisd hatarértékek is ,,rdnézésre” kitaldlhaték: a hatarérték
a szamlaloban és a nevezoben el6fordulé ,.legerGsebb” tagok egyiitthatdinak hanyadosa, ha
ezek a ,legerdsebb” tagok egyforma erdsek, azaz ugyanolyan alapu hatvanyok. Ellenkezo
esetben, ha a nevezében ,,er6sebb” tag van, mint a szamlaloban, akkor a hatarérték 0,
ha pedig a szamlalo az ,,er6sebb”, akkor a ,legerésebb” tagok egyiitthatéinak hanyadosa
mutatja meg, hogy milyen el6jelii végtelen a hatarérték: pozitiv esetben +oo, negativ esetben
pedig —oo.

Qn

_ 3"495n
An = Fat2_9.02n
Megoldas: A fentiek alkalmazhatdsdganak feltétele, hogy az n-t tartalmazoé hatvanykitevok
azonosak legyenek, ezért el6szor atalakitassal ezt érjiik el:

_o3ntl42.5" 0 3".342.5" 3.3"42.5"
CohHnt2 .22 5nl52 9. (22)n  25.5n — 2. 4n’

,, Ranézésre” a hatarérték a ,legerésebb” hatvanyok, tehat az 5" tagok egyiitthatdinak

hanyadosa: % A kovetkezo szamités ezt igazolja:

an

gly2.5"  3.3n42.5 5 3-L4+2  3-(Y)"+2 2

et g pum— n nH .
5rt2 —2.2%  25.57 —2.4n  5n 25 —2.40 25— 2. () 25

Qn

22n 310
n = i
Megoldas: A fentiek alkalmazhatdsaganak feltétele, hogy az n-t tartalmazé hatvanykitevok
azonosak legyenek, ezért el0szor atalakitassal ezt érjik el:

B 92n | 310 B 4n 4 310 B An 4 310
95 _fnt3 95 _fn.53 95 _§53.5n°

,,Ranézésre” a hatarérték 0, mivel a nevezoben 5", a szamléléban pedig csak 4™ a legnagyobb
alapu hatvany. A kovetkezo szamitas ezt igazolja:

224310 gqr g 310y 1+310~4Ln_<4>n 14310 &

25_5n+3:25_53.5n:5_n'25_5in_53_ 25_5%_53

Qp

5

Qp

— 0,

1

— 15 & (%)n tényez6 pedig 0-hoz tart.

hiszen a tort hatarértéke _%3 =



(i)

o 43n_10n
An = 108_72n

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:

430 — 10" (43" — 10" 64" — 10" .
an = = = —007
108 — 72 108 — (7%)» 108 — 49»
hiszen a szamlaloban 64", a nevezoben pedig —49" a ,,;meghatarozé” tag. A részletes szamitas
a fentiek alapjan végzendo el.

3.23n+1_3n
An = Felrn_pntl

Megoldas: Elészor atalakitjuk a kifejezést:
3. 23+l _3n 3. (232 —3n 6-8"—3" 6 3

Apn = = = —_— — = —,
5.8Hn — 5o+l 5.8L.8» — 5.5l 40-8" — 5.5 40 20
hiszen a szamlaléban és a nevezében egyarant 8" a , meghatarozo” tag. A szamlaléban és a
nevezdben egyarant 8"-t kell kiemelni, a fentiek mintajara.

. 4n+1+6n—2
an = a3 _gn-1

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:
_4n+1+6n—2_4n.4+6n_6—2 4471_'_6%671_ 6% 1

= — = =—> =
Jn+3 _ gn—1 3n .33 _gn.G-L 33.3n_%,6n _% 6’

Qn

hiszen a szamlaléban és a nevezOben egyarant 6™ a ,,meghatarozé” tag. A szamlaloban és a
nevezdben egyarant 6”-t kell kiemelni, a fentiek mintajara.

B
R

an
Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:
st @34t 3-9"45t 3 1

gnt3 4230 9n. 93 4 (23)n T729.9n 4 87 729 243’
hiszen a szamlaléban és a nevezdben egyarant 9" a ,,;meghatarozd” tag, igy szamlaléban és
a nevezoben egyarant 9”-t kell kiemelni, a fentiek mintajara.

Qn

7—2+n+2.8n+2
CLTL — _3n—1+5,22+3n

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:
72 4 2.8t 72428782 %-7”+128-8”_ 128 32

Qn

o — _—> — _’
—3n=l45.2243n  _3n.3-1 4 5.22.(23)n —% -3 +20-8" 20 5
hiszen a szamlaloban és a nevezében egyarant 8" a ,,meghatarozé” tag, igy a szamlaléban és

a nevezoben egyarant 8"-t kell kiemelni, a fentiek mintajara.

5n+3_4.32n+1
an — 4n71+22+3n

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:
5n+3_4_32n+1 535n_4(32)n31 535n_129n
an = == = =
gn—1 + 22+3n qn . 41 + 22 . (23)71 le 4n 4 4. 80

—0Q,

hiszen a szamlaloban 9" a ,;meghatarozé” hatvany negativ el6jellel, ami nagyobb, mint a
nevezoben a ,,meghatarozé” hatvany: 8", pozitiv elgjellel.



3n+3_5.22n+1
(o) an = 25512131730

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:

3n+3_5.22n+1 3n33_5(22>n21 333n_104n 0
Ay = = = ,
255772 43180 25.5n 572431 (3%)n 2557 £ + 327"

hiszen a szamlaléban 4™ a ,,;meghatarozé” hatvany, ami kisebb, mint a nevezoben a ,,meghatarozs”
hatvany: 27".

_ —9ly35nt?
(p) @n = 5= j30n7

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést:

__92n71+3_5n+2__(92)n_9*1_|_3.5n.52_ _%.8171_’_75-571 e
Co3ntl 43l 3e. 3l — 4. ()30 3.3 L —12.0n ’

Qn

hiszen a szdmlaloban 81" a , meghatdrozé” hatvany, ami nagyobb, mint a nevezdben a
,,meghatarozo” hatvany: 9", és azonos az eldjeliik, mindketto negativ.

11. Hatarozza meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

o 42n+1_~_3.23n+2
(a) an - 7.4n72+9n71

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést, az el6zo feladatokban alkalmazott mdodszerrel:

42T L gL 93 (424l 3L (98192 4167 412 87
an: = == .
7_4n—2+9n—1 7,4n,4—2+9n_9—1 1_764n_|_%9n

Lathato, hogy a legnagyobb alapu hatvany a szamlaloban 16™ pozitiv egyiitthatoval, mig
a nevezoben 9" ugyancsak pozitiv egyiitthatoval, igy a fentiekben alkalmazott mddszerrel
(szamlaléban 16"-t, nevezében pedig 9™-t kiemelve) kapjuk, hogy

42n+1 +3. 23n+2

R o

. 371—2_4.53714—1
(b) a‘n - 2,53n72+41+2n

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést, az el6z6 feladatokban alkalmazott mdodszerrel:

3n—2 — 4. 53n+1 3. 3—2 —4. (53)n . 51 % .37 920 - 125"
2

- 2. 53n=2 4 4l+2n - 2. (53)n .52 4 41. (42)n - . 1257 + 4 - 16n'

G
25

Lathatd, hogy a legnagyobb alapi hatvany a szamlaléban és a nevezOben is 125", s az
egyiitthatéik hanyadosa =22 = —250, vagyis

25

3n72 —4. 53n+1

M S ey g 2V

. 5_23n—2+3_32n+1
() an = Zgera—soram

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést, az el6zo feladatokban alkalmazott modszerrel:

5.2%7243.3200 5.(2%)n. 27243 (32)" - 3! 78" +9-9
an: = g
6

7. 8n+2 _ 3243n 7.8n .82 _32. (33)n 7 -



Lathato, hogy a legnagyobb alapt hatvany a szamldléban 9", a nevezdben pedig 27", ezért
a hatarérték a fentiek alapjan
5. 23n—2 +3. 32n+1

nh_{{.lo 7. 8n+2 _ 32+3n =0.

_3n,+3_6_62n+1
CLTL — 2,6n—2+237L—1

Megoldas: Elészor atalakitjuk a kifejezést, az el6zo feladatokban alkalmazott moédszerrel:

—3m3 — 6. 62! B —3"-3%—6-(6%)"- 6! _—27-3"—36-36"
2. 6n—2 4 23n—1 _2.611.672_'_(23)71.271_ %.6n+%.8n

Ay —

Lathaté, hogy a legnagyobb alapi hatvany a szamlaloban 36", negativ egyiitthatoval, a
nevezében pedig kisebb, 8", pozitiv egyiitthatoval, ezért a hatarérték a fentiek alapjan
_3n+3 —6- 62n+1

M e gt

_42n+2+3.23n71
an — 2,7n+1+24n+2

Megoldas: Aki az eloz6 feladatokat gondosan végigesinalta, az most mar tényleg ranézésre
meg tudja allapitani egy ilyen kifejezés hatarértékét: szamolgatds nélkil is lathato, hogy a
szdmlaléban a —4?"t2 = —(42)" . 42 = —16 - 16" tag egy 4? = 16 alapi hatvanyt ,hoz”,
—42 = —16 egyiitthatéval, mig a mésik tag, a 3 - 2°"~!  hozadéka” csupén egy 23 = 8
alapt hatvany, azzal nem is kell foglalkozni. Tehdt a szdmldlé ,,nagysagrendjét” —4%7+2 =
—16 - 16™ hatarozza meg. Hasonldan, egy pillantést vetve a nevezore lathatjuk, hogy annak
nagysagrendjét pedig a 2'"*? = 4. 16" hatdrozza meg, a mdsik tagban a 7 alapi hatvany
,eltorpil” emellett, igy a hatarérték a meghatarozd tagok egyiitthatéinak hanyadosa, azaz

me = —4. Persze, ezt célszerti az eloz6 feladatokban alkalmazott médszerrel kiszamolni:

_42n+2 + 3. 2377,—1 _(42)17, A 42 + 3. (23)71 A 2—1 —16 - 16™ + % . 8"
a”I’L = g g .
2. ntl 4 2Ant2 2. 7n .7 (24)n . 22 14-7"+4- 16

Lathaté, hogy a legnagyobb alapi hatvany a szamlaléban és a nevezoben egyarant 167, ezért
a hatarérték a fentiek alapjan az egytitthatéik hanyadosa:
_42n+2 + 3. 23n—1 —16

,}E{}o 9. 7ntl 4 odnt2 4 =4

o 6—n+2+5n+7
an = S=n—1_gn

Megoldas: Modszeriink csak azonos kitevéjii hatvanyoknal teszi lehetévé, hogy pusztan
az alapok Osszehasonlitasaval operaljunk, s itt a negativ —n kitevok djszertinek tiinnek, de
semmi baj: a negativ hatvanykitevo pozitivra vadltozik, ha az alapot a reciprokara cseréljiik:

=)
a"=1-),
a
ezt fogjuk alkalmazni. Ellenorizziik figyelmesen az egymast koveto 1épéseket:

e @ () @6 )
n = 9 n-1_3n  (1\nHl n 1\ (1)1 . 1. N _3gn
(3)7 -3 (3)"- () -3 3 (3)




Lathato, hogy a legnagyobb alapu hatvany a szamlaléban 5", pozitiv eldjellel, a nevezdben
pedig kisebb, 3", ami negativ eldjellel szerepel, ezért a hatarérték a fentiek alapjan:

] 6fn+2 + 5n+7
e T

n+2_ 42n
(g) an = 5§2n_2514n+1

Megoldas: Eloszor atalakitjuk a kifejezést, az elozo feladatban latott mdédon, kiilonos te-
kintettel a negativ n-t tartalmazé kitevokre:

3n+2 - 42n 3. 32 - (42)71 9.3" _ 16"
an = = = ) .
52 — 24ntl — (5-2)n _ (24)n. Q1 (5%) —2.16"

Lathatd, hogy a legnagyobb alapti hatvany a szamlaloban és a nevezoben egyarant 167,
melyek egyiitthatéinak hanyadosa a hatarérték:

. 3n+2 _42n B 1 B 1
nl_,nolo 5—2n _ 94n+l — _9 9’

12. Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét!
3 n
(a) ap = (1 + ﬁ)

Megoldas: Ez a feladat az a, = (1 + é)bn sorozat vizsgalatara vezethetd vissza, ahol
é > —1, és b, hatarértéke +oo, vagy —oo. Errdl azt kell tudni, hogy

1\0n
lim <1 + —) =e.
n—oo bn

Az e szam egyébként a b, = n valasztassal, tehat az

1\"
e = lim (1 + —)
n—oo n
hatarértékkel is definialhaté. A feladatunkban, és a kovetkezo feladatokban a szamitdsokat
erre az esetre fogjuk visszavezetni, alkalmas b, sorozat valasztasaval, egyszeri algebrai
atalakitasokkal. Fontos megjegyezni, hogy a zardjelben tehat az 1 szdmhoz egy nullahoz
tartd sorozat van hozzdadva, a kitevé pedig pontosan ennek a nullsorozatnak a reciproka.
Esetiinkben nem ez a helyzet, mert az 1-hez % van hozzdadva, ami ugyan 0-hoz tart, de a

kitevé n nem a reciproka. Ugy fogunk eljarni, hogy mégis az legyen:

0, = (1 v %)n - (1 n %)3?

persze, most nem &all fenn az egyenléség, tehat a ..7.. helyére valami olyat kell irni, hogy
mégis fennalljon. Ugyanakkor, amit eddig leirtunk, annak pontosan e a hatarértéke, hiszen
a b, = ¢ vélasztdssal megfelel a fenit feltételeknek, igy ezt nem szeretnénk megvéltoztatni.
Hogy az egyenl6ség is fennalljon, a ..7.. helyére a kobre emelést kell képzelni, hiszen akkor
az = és 3 kitevOk Osszeszorzodnak, és azt kapjuk, hogy

= (12 = [0+



gy most minden rendben van, de mennyi a hatdrérték? Mivel az <1 + %>§ hatarértéke

— a fentiekben mondottak szerint — e, ezért a harmadik hatvinydnak a hatarértéke e — a
hatarértékrol tanult szamolési szabélyok alapjan. Végiil tehat:

n .3
lim (1+§> — lim [<1+§>3} -
n—oo n n—oo n

-y

Megoldas: A fentiek mintdjara:

o (-0 = [0

A szogletes zardjelben &ll6 kifejezés megfelel a feltételeknek a b, = —¢ feltétellel, igy
n n —2o_6
lim <1+§> — lim (1—9) - [(1_§) 6] s
n—oo n n— o0 n n €
_ 7\21
= (1+7)

Megoldas: Ez a kifejezés nem tartozik az el6bbi tipusba, hiszen a kitevo nem tart végtelenhez.
A zaréjelben levd kifejezés hatdrértéke 1 + 0 = 1, igy a 2l-edik hatvdnydnak 12! = 1 a
hatérértéke:

75 21
lim (142)7 =12 =1,

n—00 n

L 91\23 2\ N

= (1+3)7+ (%)
Megoldas: Az Osszeg egyik tagja sem tartozik az el6bbi tipusba, hiszen az els6ben a kitevo
nem tart végtelenhez, a masodikban pedig nem 1-hez van hozzaadva egy nullsorozat. Az els6
tagndl a zdréjelben levd kifejezés hatdrértéke 1 + 0 = 1, igy a 23-adik hatvanydnak 1% =1
a hatarértéke:

9\ 23
lim (1+2) " =12 = 1.
n—o00 n
A masodik tagnal egy 1-nél kisebb abszolut értéki szam hatvanyai képezik a sorozat tagjait,
melyek hatarértéke 0:
: 2\"
lm (5) =0

23 n
lim (1+9) + (2) —1+0=1.
n— 00 n
B g\100 /3y -n
=(1+3) " =)
Megoldas: Az elso sorozat a korabbiakhoz hasonléan 1-hez tart:
lim 1+ ) = 1100 —
n—oo

A masodik tagnal mas a helyzet: ugyanis — %) (—) s mivel egy 1-nél nagyobb szam
hatvanyai 4o00-hez tartanak, igy a a masodik tag hatarerteke —o00, végil tehat

i (1 0)" = (§) = (14 0)7 - (5) = o

Végil:



(f)

= (1) ()"

Megoldas: Az elsé sorozat esetén:

n +15
lim (1 + 5) — lim [(1 + E) 5} -
n—oo n n—oo n
a masodiknal pedig

lim (%)_” — Tim 3" = 400,

n—oo

ezért az Osszegre

i (1) () = i (1) T i (5) = e
adodik.
=1+~ ()"

Megoldas: Az elsé sorozat esetén:

—n no_g
lim <1+§> — lim [(1+§>6] —

a masodiknal pedig

ezért az Osszegre

lim (1 + ﬁ)_n - (g)n — lim [(1 + Q)g}_G _ lim (2>” gt L

n—o0 n

adodik.
=T (1+3)" =5 (@)

Megoldas: Az els6 sorozat esetén:

3\10 3\ 10
lim7-<1—|——) =7-lim<1+—> :7_(1+0)10:7’
n

n—o00 n n— 00
a masodiknal pedig
lim —5 (g)n = —00
5 - ’

n—oo

ezért az Osszegre

lim 7 - (1+%)m—5- (g)": lim 7 - (1+%)10+ lim —5 - (9)"=7+(—oo):—oo.

n—o0 n—oo
adodik.
—n n
b2 (143743 (3
Megoldas: Az els6 tagnal:

. no_5
1im2-(1+§) :2-11m~[(1+§)5} _92.¢75
n n

n—oo n—o0



a masodiknal pedig

ezért az Osszegre

1im2~<1+%>n+3-<§>n:2- lim

n—00 5 n—00
adddik.
b= (1) 6 ()
Megoldas: Az elsé tagnél:
tim —(1+ §>n ~

n—oo

a masodiknal pedig

ezért az Osszegre

lim —<1+%)n+6- (1)_n: _ i

n—o0 2
adédik.
_ 9\~ " 8\ "1
a,=-3-(1-3) " =2 (3)
Megoldas: Az els6 tagnal:

lim —3 - (1 - 9)_” —

n—oo

a masodiknal pedig

ezért az Osszegre

lim —3- (1—2)n—2- (§>n:—3- i
n—00 n 3 n—00

adodik.
=6 (14 3) =5 () "

Megoldas: Az elsé tagnél:

n—o0

a masodiknal pedig

n—oo
ezért az Osszegre

1im6-<1+%>n—8-<4>n:6- lim

n—oo ﬁ

adodik.

n—oo

(03] s

o (14 7) =0 [T

i [(143)] -5

3 n
m<1+—> +6- lim 2" = —€® 4+ 00 = +00.
n

n—oo



(m) an:7-(1—%)n—|—4-n_4

Megoldas: Az elsé tagnél:

113\~ 11y~ 711
hm?-(l——) :7~lim[<1——> } — 71

n— 00 n n— o0 n

a masodiknal pedig

lim4-n*=4.lim — =0,
n—o00 n—oo M,

ezért az Osszegre

: L1\ 4 . 11\~ -1 . 4 11 11
hm7-<1——> +4-n :7-hm[<1——> } +4-limn " =7e " +4-0="Te .

n—o0 n n—o00 n n—00

adodik.



