Improprius integral
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Megoldas: Az improprius integral kiszamitasa a kozonséges hatarozott integral kiszamitasahoz
hasonléan torténik. Elszor a 400, illetve —oo hatarokat tetszoleges, de véltozd véges hatarral
helyettesitjiik (pl. a-val, b-vel, stb.), kiszamitjuk az integralt a hatarozatlan integral mddszerei
segitségével primitiv fliggvényt keresiink, majd a véges hatarral az illetd végtelenhez tartva
kiszamitjuk a hatarértéket. Amennyiben véges hatarérték 1étezik, akkor az improprius integralt
konvergensnek nevezziik, ellenkez6 esetben, tehat ha a hatarérték nem létezik, vagy 400, akkor
divergensnek.

Esetiinkben a fiiggvény nincs értelmezve 0-ban, de ez a pont kiviil esik az integraciés interval-
lumon, dgyhogy nincs vele dolgunk. A felsé hatart véges, b értékkel helyettesitjik, kiszamitjuk
az integralt a véges [3, b intervallumon, majd elvégezziik a b — +oo hataratmenetet:
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hataérérték nyilvan 0. Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fiiggvény nincs értelmezve 0-ban, de ez a pont kiviil esik az integracids interval-
lumon, dgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonldan:
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Tehat az improprius integrél konvergens, és
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Megoldas: A fiiggvény nincs értelmezve 0-ban, de ez a pont kiviil esik az integracids interval-
lumon, tigyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonldan:
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve 0-ban, de ez a pont kiviil esik az integraciés interval-
lumon, dgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonldan:
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve 0-ban, de ez a pont kiviil esik az integraciés interval-
lumon, dgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonldan:
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve —2-ben, de ez a pont kiviil esik az integracios inter-
vallumon, ugyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonléan:
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Tehét az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fliggvény a pozitiv szdmok halmazan van értelmezve az 1 pont kivételével, hiszen
In1 = 0, de ez a pont kiviil esik az integracios intervallumon, 1igyhogy nincs vele dolgunk. A
fentiekhez hasonléan:
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hatarozatlan integral kiszamitasahoz vegyiik észre, hogy Inx derivaltja % Tehat ha a kiils6
fiigevényt a K = z~!-nek valasztjuk, belsének pedig a B = In x-et, akkor az integrél alakja

[ K@) B
melyrdl tudjuk, hogy egy primitiv fiiggvénye (antiderivaltja, hatdrozatlan integrdlja) ([ K)o B,

tehdt a [ K-ba , behelyettesitjik” a B belsd fiiggvényt. Esetiinkbena K =2~ ! = % hatarozatlan
integrélja szimbolikusan [ K = In|z| + ¢, igy

1
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Visszatérve az improprius integralhoz, az integraciés intervallumon x > e, tehdt Inxz > 1, igy az
abszolut értékeket elhagyhatjuk:
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: Akarcsak az el6z0 feladatban, a fliggvény a pozitiv szamok halmazan van értelmezve
az 1 pont kivételével, hiszen In1 = 0, de ez a pont kiviil esik az integraciés intervallumon,
ugyhogy nincs vele dolgunk. A fentiekhez hasonléan:
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Az elbz6 feladat mintdjara, ha a kiilsé fiiggvényt a K = z~2-nek valasztjuk, belsének pedig a
B = In z-et, akkor az integral alakja

/K(B(:c)) - B'(z) dz.

Most a K = 272 hatdrozatlan integrdlja —* + ¢, szimbolikusan [ K = —1 + ¢, igy
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Visszatérve az improprius integralhoz, az integraciés intervallumon x > e, tehdt Inxz > 1, igy az
abszolut értékeket elhagyhatjuk:
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve —1-ben, de ez a pont kiviil esik az integracios inter-
vallumon, tgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiek mintajara
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A hatédrozatlan integral kiszamitésa: K = 227°, B =x + 1, ekkor B’ = 1, és
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tehat
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve %—ben, de ez a pont kiviil esik az integracios interval-
lumon, tgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiek mintajara
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A hatdrozatlan integrdl kiszdmitdsa: K = 5274, B = 22 — 3, ekkor B’ = 2, és

5
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Mivel az eredeti integralban a B’ = 2 szorz6 nem szerepel ldthatéan, ezért ,,becsempésszik”: az
integralon beliil szorzunk 2-vel, kiviil pedig osztunk. Tehat
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Tehét az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = e*, B = —2x, ekkor B’ = —2, és
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatdrozatlan integral kiszamitdsa: K = e*, B = —4x + 3, ekkor B’
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = 4e”, B = —b5x, ekkor B’ = —5, és
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = 5e*, B = —x + 4, ekkor B’ = —1, és
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = x%, B = 2%+ 1, ekkor B’ = 2z, és
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Tehat az improprius integrél konvergens, és
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Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = gc%, B =2x+1, ekkor B' = 2, és
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Tehat az improprius integral konvergens, és
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve %—ben, de ez a pont kiviil esik az integracios interval-
lumon, tgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiek mintajara
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = %, B=7Tx—9, ekkor B’ =7, és

/K =51In|z|,
tehét

5 1[5 1 , 1 1
/7x_9dm—7/7x_9-7d:v—?/K(B(x))B(x)da:—?</K>OB—?-5ln|7x—9|+c.

Ezért

1 1
5 . 5 . 1 1
/7x—9dx:all>r—noo 7x_9dx—allﬁloo[?'51n|7$—9|}a—

?-1n|7-1—9|—agmoog-ln|7a—9|:—oo.

Tehat az improprius integral divergens.
-1

18) [ otyda

—0o0

Megoldas: A fentiek mintajara
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A hatérozatlan integral kiszamitésa: K = 1, B = 22 + 1, ekkor B’ = 2z, és
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tehat
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Tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fiiggvény nincs értelmezve a %—ban, s ez a pont beleesik az integraciés inter-
vallumba. Ez az improprius integral olyan valtozatara példa, amikor nem csak az integracids
intervallum végtelen, de azon beliil is vannak olyan pontok, ahol az integrandus nincs értelmezve.
Az ilyen pontok diszjunkt részintervallumokra bontjak az integr’aciés intervallumot, melyeken
kilon-kilon kell vizsgdlnunk az integralt. Ha mindegyiken konvergens az integrdl, akkor az
eredeti integral konvergens, és értéke a részintervallumokon vet integralok osszege. Minden
egyéb esetben az eredeti integral divergens. Esetiinkben tehét elészor a | — oo, %[ intervallumon
vizsgaljuk meg az integralt:
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A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = 2x é, B =4 — 3z, ekkor B’ = -3, és
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/ vy

tehat

/2(4 - 3x)_% dx = —;/2(4 - 31‘)_% (=3)dx = —%/K(B(m))B’(x) dx = %(/K) oB =
—%-2(4—3:6)3-;+c:—(4—3x)§+c.
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ami divrgens, tehat az improprius integral — fliggetleniil a masik részintervallumon vett in-
tegraltol — divergens.
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Megoldas: A fiiggvény nincs értelmezve —%—ben, de ez a pont kiviil esik az integraciés inter-
vallumon, tgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiek mintajara:
—+00 b b
dr = lim de = lim [ 2(bz + 4)_% dx.

2 2
0/ 5 (5m —+ 4)4 b—>+000/ 2/ <5x + 4)4 b—+o0

0

A hatarozatlan integral kiszamitasa: K = 23;*%, B =5x +4, ekkor B’ =5, és
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/2(5x+4)_§dx:5/2(5x+4 5. = /K (x)de =
0
1 1 1 1
5(/}()03 £ 106z +4)F +c= 250 +4)} +
Ezért
+o00 b
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lim 2(5b+4)5 —2-45 = lim 2v/5b+ 4 — 2v/4 = +o0,
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tehat az improprius integral divergens.
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Megoldas: A fliggvény nincs értelmezve —1-ben, de ez a pont kiviil esik az integracios inter-
vallumon, tgyhogy nincs vele dolgunk. A fentiek mintajara a két integrallal kiilon foglalkozunk,
s ha barmelyik divergens, a masik pedig konvergens, akkor az eredeti is divergens, ha pedig
mindketté konvergens, akkor az eredeti integral is konvergens, és értéke a két integral osszege.

El6szor tehat legyen

b
/ (x+1)" Zdr = lim (:v—i—l)_% dx.

b—4o0
3

1

El6szor a megfelel6 hatarozatlan integralt szamitjuk ki. Legyen tehat K = x72, B = z + 1,

ekkor B’ =1, és
1
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Ezért
b
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1
I = / dr = lim [ (x+ 1)_% dxr = lim [Q(x + 1)%] =
T+ 1 b—+o00 b—+o00 3
3 3

lim 2(b+1)%—4=bnm 2V/b+ 1 —4 = +oo.
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A masik integralt hasonléan szamitjuk ki:
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: I qb . 1 1 1
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Mivel az egyik tag divergens, a masik konvergens, igy az Osszeg, vagyis az eredeti integral diver-

gens. Megjegyezziik, hogy ha mindkét tag divergens, akkor az 0sszeg lehet konvergens is, diver-
gens is, s akkor mas maédszert kell valasztani az integral kiszamitasara, esetleg a két 6sszeadandot

+00 +00
egyetlen tagba kell 6sszevonni. Pl az [ %da: és [ —% dx improprius integralok mindegyike
0 0

+oo +oo
divergens — amint azt konnyt ellendrizni —, de Gsszegiik, [ [% + (—%)] dr = [ 0dxz nyilvdn
0 0

konvergens.
+00

[ e dx
—0o0

Megoldas: Mivel mind az alsé, mind a felsé hatar végtelen, ezért az integral akkor konvergens,

ha a
b

lim Lim e dx
a——00 b—+00
a

hatarérték — a sorrendtol fiiggetleniil — létezik és véges.

Tehat a fentiekhez hasonldan:

+o0 b
e dr = lim lim 3" dx
a——00 b—+00
— 00 a

A hatarozatlan integral nyilvan az %eSx + ¢ fiiggvény, igy

—+o00 b
3z : : 3z : . 1 3z b : : 1 3b 1 3a b
edr= lim lim edr= lim Lm |[-e = lim lim |=e” — —¢ )
a——00 b—+00 a——00 b—+o00 a a——00 b—+oo L3 3 a
—0o0 a

A bels6 hatarérték minden a esetén +oo, igy az improprius integral divergens.



23)

24)

“+oo
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Megoldas: Mivel mind az alsé, mind a felsé hatar végtelen, ezért az integral akkor konvergens,

ha a
b

dx

. . 3z
lim lim
a——00 b—+00 2+ 2
a

hatarérték — a sorrendtol fliggetleniil — létezik és véges.

El6szor a megfelel6 hatarozatlan integralt szamitsuk ki: legyen K = % B = 2% + 2, ekkor
B =2z, és

/Kz3ln|az[+c.

in—Q. dr = %/K(B(x)) - B'(z) dx

1 3
5'31n|a:2+2|+c:5111(:62—1—2)—1—0,
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3 1
A
22+ 2 2

hiszen 22 + 2 mindig pozitiv, {gy |#? + 2| = 2* + 2. Végiil tehat

+o0 b
3x ) ) 3x
/$2+2d$—a£1>1_1100b22'100 $2+2dx—

b
lim lim [g In(x? + 2)] = lim lim (g In(b? + 2) — gln(a2 + 2))

a——00 b—+o00 a a——00 b—+00

A bels6 hatarérték nyilvan minden rogzitett a esetén +oo, igy az improprius integral divergens.
+00 5

[ Bxe™® dx

—00

Megoldas: Mivel mind az alsé, mind a fels6 hatar végtelen, ezért az integral akkor konvergens,

ha a
b

. . _ 2
lim lim Sxe 3 dx
a——00 b—+o00

a

hatarérték — a sorrendtol fliggetleniil — létezik és véges.

El6szor a megfelel hatdrozatlan integralt szamitsuk ki: legyen K = 5e73%, B = 22, ekkor

B =2z, és
/K — —3CE

Ezért
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Végiil tehat
“+o0 —+o0
/ 50e73% dor = lim  lim 523 dr =
a——00 b—+00
— 00 —0o0

5 b ) )

lim lim [~2e7] = Tim dim (<2e 4 2 o,
a——00 b——+00 6 a a——00 b—+o0 6 §)

ugyanis nyilvan

3a2 3b2

lim e = lim e =0,
a——00 b——+o0
hiszen
lim e* =0.
Tr—r—00
“+o00
e5z
| S de
— o0

Megoldas: Mivel mind az alsé, mind a felsé hatar végtelen, ezért az integral akkor konvergens,

ha a
b

65:2

dx

lim lim
a——oob—+too | €% 4+ 3
a

hatarérték — a sorrendtol fliggetleniil — létezik és véges.

El6szor a megfelelé hatdrozatlan integrélt szdmitsuk ki: legyen K = —=, B = €, ekkor
B’ = 5¢e%, és

/Kzln\x+3|+c.

Ezért

/6590 d—1/ L 5ed —l/K(B()) B'(x)d —1</K)OB—
v +3 " 5)erts Y5 ! A B

1 1
g-lnll—i—e‘r’x\—l—c:gln(1+e5x)+c,

hiszen 1 + €% mindig pozitiv. Végiil tehat

+o00 b

6590 651
/ dr = lim lim dr =
e’ 4 3 a——00 b—+00 €5 4 3

—00 a

1 b 1 1
lim lim [g In(1+ 65’”)] = lim lim (5 In(1+e*) — R In(1 + e5a)>.

a——00 b—+o00 a a——00 b—+00

A bels6 hatarérték tetszoleges a mellett nyilvan +oo, ezért az integral divergens.
+o0o 9

[ xe ™ dx

—0o0

Megoldas: Mivel mind az alsé, mind a felsé hatar végtelen, ezért az integral akkor konvergens,

ha a
b

. . _ 2
lim lim ze ¥ dx
a——00 b—+o00
a



hatarérték — a sorrendtol fiiggetleniil — 1étezik és véges.

ElSszor a megfeleld hatdrozatlan integralt szamitsuk ki: legyen K = e~*, B = 22, ekkor B’ = 2,

és
/K =—e "+c

Ezért
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Végiil tehat
+00 oo

—x2 . . _ .2
ze ¥ dr= lim lim ze ¥ dx =
a——00 b—+o00
— 50 —00

1 b 1 1
lim lim [——e*"’“g} = lim lim (——e’bQ + —e*b2> =0,
a——00 b—+00 2 a a——00 b—+00 2 2

ugyanis nyilvan

. _ a2 . 12
lim e = lim e * =0,
a——00 b—+o00
hiszen
lim e* =0.
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