Filggvényvizsgalat

1. Hol metszi az x tengelyt az f(x) = In(x? — 3) fiiggvény grafikonja?

Megoldas: A fliggvény értelmezési tartomanya:
] — 00, —V3[U]V/3, +o0].

Az x tengelyt abban a pontban metszi egy f(x) fiiggvény grafikonja, amelynek y-koordindtéja
0, tehat abban az (:L', f (:c)) pontban, melynél f(z) = 0. Esetiinkben tehét az

f(z)=In(2*-3)=0

egyenlet x megoldasait kell meghatarozni. Alkalmazzuk mindkét oldalra az e alapi exponencialis
fiiggvényt:

2_
22 —3=e") =0 =1 azaz 2? =4,

vagyis * = £2. Az f(x) értelmezve van ezekben a pontokban, igy a grafikonjanak ezek valéban
az x tengellyel valé metszépontjai.

2. Hol metszi az y tengelyt az f(z) = % fiiggvény grafikonja?

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya: R\{0}. Az y tengelyt abban a pontban metszi
egy f(x) fliggvény grafikonja, amelynek z-koordinataja 0, tehat a (O, f (0)) pontban. Esetiinkben

a 0 nem tartozik bele a fliggvény értelmezési tartomanyéba, f(0) nincs értelmezve, igy a fiiggvény
grafikonja nem metszi az y tengelyt.




3. Vizsgélja meg az f(x) = ze~® fiiggvény szimmetriatulajdonsdgait!

Megoldas: A szimmetriatulajdonsdgok alatt az y tengelyre valé szimmetriat (péros fiiggvény),
illetve az origéra val6 szimmetridt (paratlan fiiggvény) kell érteni. Az f(x) akkor pdros, ha
f(—=z) = f(z), illetve akkor paratlan, ha f(—z) = —f(z) teljesiil az értelmezési tartomény
minden x pontjadban. Esetiinkben f(z) mindeniitt értelmezve van a valés szamok R halmazan.
Ha x helyére —z-et frunk az f(x)-et definialé formuldban, akkor

adddik, tehdt f(z) paratlan fiiggvény.
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4. Vizsgalja meg az f(z) = z* — 32% + 1 fliggvény szimmetriatulajdonségait!
Megoldas: Ha z helyére —z-et irunk az f(z)-et definidlé formuldban, akkor
f(=a) = (~2)' = 3(—2)* + 1 = 2" — 322 +1 = [(x)

adédik, tehdt f(x) paros fliggvény. Egyébként a paros kitevji hatvanyfiiggvények paros fiiggvények,
valamint paros fliggvények konstansszorosa, illetve paros fiiggvények Osszege paros fiiggvény —
esetliinkben f(z) péros kitevéji hatvanyfiiggvényekbdl ilyen médon épiil fel.




5. Adja meg a fliggvény értelmezési tartoméanyat! Hatdrozza meg az f(x) = x

3 — 22 + z fliggvény

inflexiés pontjait!

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. Inflexiés pontoknak a fiiggvénygorbe azon
pontjait nevezziik, ahol a gorbe konvex ivbol konkavba, vagy konkav ivbol konvexbe valt. Ezeket
abbdl lehet felismerni, hogy az ilyen pontokban a masodik derivalt eléjelet valt, pozitivbdl
negativba, vagy negativbdl pozitivba. A derivalt és a masodik derivalt:

f'(z) = 32% — 22 + 1, f"(z) = 6x — 2.
Az f"(z) zérushelyei a kovetkezd egyenlet gyokei:

() =6x—2=0,

tehat egyetlen gyok van: x = % = % Ha z < %, akkor 6z < 6 - % = 2, tehat 6x — 2 < 0, ha
pedig = > %, akkor 6z > 6 - % = 2, tehat 6x — 2 > 0. Ez azt jelenti, hogy az % pontban az
f"(x) eldjelet vélt, igy ebben a pontban f(z)-nek inflexiés pontja van, mashol nincs. Az abrén
nagyjabol lathato, hogy az x = % pontban konkav és konvex v csatlakozik.
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. Adja meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat! Hatdrozza meg az f(z) = x* — 222 + 3 fiiggvény
lokalis szélstértékeit!

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. A lokalis szélséértékhelyek azok a pontok,
ahol a derivélt elgjelet valt. A derivalt:

f'(x) = 42° — 4x.
Az f'(x) zérushelyei a kovetkezd egyenlet gyokei:
fl(z) =42 — 4o = 4x(2® — 1) = da(z — 1)(z + 1) = 0,

melynek harom gyoke van: nagysag szerint 1 = —1, 2o = 0 és z3 = 1. Ha = < —1, példaul
= —2, akkor f/(—2) = —24 < 0, ha pedig —1 < x < 0, példénl z = — 1, akkor f’(—%) — 350,
Ez azt jelenti, hogy a —1 pontban az f’(x) eldjelet valt, negativbdl pozitivba, igy ebben a pontban
f(z)-nek lokélis szélséértéke van, mégpedig lokélis minimum, melynek értéke f(—1) = 2. Ha
0 <z < 1, példaul = = 1, akkor f’(%) = 350, f/(z) eldjele a 0 pontban pozitivbél negativba
vélt, igy O-ban lokdlis maximuma van f(z)-nek, melynek értéke f(0) = 3. Végil, ha = > 1,
példdul x = 2, akkor f'(2) =24 > 0, tehat az 1 pontban f'(z) negativbdl pozitivba valt, s igy az
1 pontban lokélis minimuma van f(x)-nek, értéke f(1) = 2. (A fiiggvény képét lasd a kdvetkezd
feladatnal.)



7. Adja meg a fiiggvény értelmezési tartoméanyat! Hatdrozza meg az f(x) = x? — 222 + 3 fiiggvény
inflexiés pontjait!

Megoldas: A fliggvény értelmezési tartomanya R. A inflexiés pontok, ott vannak, ahol a
masodik derivalt eléjelet valt. A derivaltak:

fl(x) = 42° — 4a f(x) =122% — 4

Az f"(z) zérushelyei a kovetkezd egyenlet gyokei:

f//(l‘) =122" —4 = 12x(x2 — %) :4x<x— %) (l‘—i—%) =0,

melynek harom gyoke van: nagysadg szerint x; = _\%’ Ty = 0 és z3 = \/Lg Ha z < —\/Lg,
példdul © = —2, akkor f”(—2) = 44 > 0, ha pedig —\/Lg < x < 0, példaul z = —%, akkor
f”(—%) = —1 < 0. Ez azt jelenti, hogy a —\% pontban az f”(x) eléjelet valt, igy ebben a

pontban f(x)-nek inflexids pontja van. Ha 0 < z < 1, példdul = = %, akkor f”(%) =-1<0,
f"(x) tehat a 0 pontban nem valt elGjelet, {gy O-ban nincs inflexiés pont. Végiil, ha = > \/ig,

példdul x = 2, akkor f”(2) = 44 > 0, tehat az \/Lg pontban f”(x) elGjelet vélt, s igy az \/Lg

pontban is inflexiés pontja van f(x)-nek.
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8. Hatdrozza megaz f(z) = :v+% fiiggvény lokalis minimumanak és maximumanak fliggvényértékét!

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartoménya: Dy = R\{0}.




Derivaltja:

Flay=1- 3,
s a derivalt zérushelyei az
f’(as)zl—%:(), azaz x° =4
egyenletb6l x; = —2 és zy, = 2. Ha o < —2, akkor 2® > 4, igy % < 1, tehat f'(z) > 0,

ha pedig —2 < 2 < 2, akkor 2% < 4, gy % > 1, tehat f'(z) < 0. Ezért f'(x) a —2 pontban
eléjelet valt, pozitivbdl negativba, igy a —2 pontban a fliggvénynek lokalis maximuma van, értéke
f(=2) = —4. Ha x > 2, akkor 2% > 4, igy & < 1, tehdt f/(z) > 0. Ezért f'(x) a 2 pontban is

eléjelet valt, negativbdl pozitivba, igy a 2 pontban a fiiggvénynek lokéalis minimuma van, értéke
f(2) =4.

9. Adja meg a fliggvény értelmezési tartoményat! Hatdrozza meg az f(z) = xgiz fliggvény lokélis
szélséértékeit!

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. A lokalis szélséértékhelyek azok a pontok,
ahol a derivélt elgjelet valt. A derivalt:
() 6(x? +2) —6x-2r  —62%+ 12
x) = = .
(5172 + 2)2 (iL‘2 + 2)2

Az f'(x) zérushelyei a kovetkezd egyenlet gyokei:
fl(z) = =62 +12 = —6(2> — 2) = —6(z — V2)(z + V2) = 0,

melynek két gyoke van: nagysag szerint x; = —v/2, 3 = V2. Ha 2 < —v/2, példaul z = —2,
akkor f/(—2) = —12 < 0, ha pedig —v/2 < z < v/2, példaul = = 0, akkor f'(0) = 12 > 0. Ez azt
jelenti, hogy a —+/2 pontban az f'(z) eldjelet valt, negativhél pozitivba, igy ebben a pontban
f(z)-nek lokalis szélséértéke van, mégpedig lokalis minimum, melynek értéke f(—v/2) = —%ﬁ =
—%ﬁ. Ha x > /2, példaul = = 2, akkor f/(2) = —12 < 0, tehat az /2 pontban f'(z) pozitivhol
negativba valt, s igy a v/2 pontban lokélis maximuma van f(z)-nek, értéke f(v/2) = %ﬁ = %5

10. Milyen intervallumokon né az f(x) = —z® + 12z + 1 fiiggvény?

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. A fiiggvény azokon az intervallumokon nd,
amelyeken a derivaltja pozitiv. Esetiinkben:

fl(r) = =32* +12 > 0, azaz 32* < 12, azaz 2° < 4.



Ez pontosan akkor teljesiil, ha |z| < 2, vagyis a | — 2,2[ nyilt intervallumban. Ugyanerre az
eredményre jutunk, ha észrevessziik, hogy az f’(x) figgvény képe egy lefelé nyilé parabola
(mert a négyzetes tag egylitthatéja negativ), s egy ilyen parabola pontosan a két gyoke altal
meghatarozott nyilt intervallumban vesz fel pozitiv értékeket. Ez a gondolatmenet minden
méasodfoku egyenldtlenség esetén alkalmazhatd. Az aldbbi dbran az f(x) és az f'(x) képét 1latjuk.
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11. Milyen intervallumokon csokken az f(z) = —23 + 6x — 4 figgvény?

12.

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. A fiiggvény azokon az intervallumokon
csokken, amelyeken a derivaltja negativ. Esetiinkben:

f'(x) = —62* + 6 < 0.

Az f'(z) fuggvény képe egy lefelé nyilé parabola (mert a négyzetes tag egyiitthatdja negativ), s
egy ilyen parabola pontosan a két gyoke altal meghatarozott nyilt intervallumon kiviil vesz fel
negativ értékeket. A két gyok a

—62°+6=0, azaz 2°—1=0

egeynletbdl x = —1 és x = 1, tehat az f(z) fiiggvény a | — oo, —1[ és |1, +-00[ intervallumokon
csOkken. Az aldbbi dbrén az f(x) és az f'(x) képét latjuk.
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20

-4 iz e \\ — -; / -40 \
-20
-40F \\ f/ \\
=2Ly % K = \
Milyen intervallumokon né az f(x) = —mgi ; fliggvény?

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. A fiiggvény
amelyeken a derivaltja pozitiv. Esetiinkben:

f,(x):_2(x2+4)—2x-2:1: -

(22 + 4)? (22 + 4)?
Az x? — 4 fliggvény képe egy felfelé nyilé parabola (mert a négyzetes tag egyiitthatdja pozitiv),
s egy ilyen parabola pontosan a két gyoke altal meghatarozott nyilt intervallumon kiviil vesz fel
pozitiv értékeket. A két gyok z = —2 és = = 2, tehat az f(x) fiiggvény a | — 0o, —2[ és |2, +00]
intervallumokon né. Az aldbbi dbran az f(x) és az f'(x) képét latjuk

azokon az intervallumokon né,

222 — 8

> 0, azaz 0, azaz x> —4> 0.



13.

14.

15.

-0.P4: |

2x

— 47 fuggvény lokdlis minimumanak és lokalis maximumaénak értékét!

Hatérozza meg az f(z) =
Megoldas: Az elébbi feladatban lattuk, hogy

222 — 8

f(z) = m7

melynek zérushelyei az x; = —2 és xo = 2 pontok. Azt is lattuk, hogy a fliggvény a | — oo, —2]
és ]2, +oo[ intervallumokon nd, s ugyanez a megfontolds mutatja, hogy a | — 2, 2[ intervallumban
csokken. Ebbdl vilagos, hogy a —2 pontban névekvobdl csékkendbe valt, vagyis —2-ben lokalis
maximuma van, értéke: f(—2) = % Mésrészt, a 2 pontban csokkendbél novekvébe vialt, tehat a

2 pontban lokélis minimuma van, melynek értéke f(2) = —3.

Hol konkdv az f(z) = % — 822 fiiggvény?

Megoldas: A fiiggvény értelmezési tartomanya R. Egy kétszer differencialhaté fliggvény azokon
az intervallumokon konkav, amelyeken a masodik derivaltja negativ. Esetiinkben

5
f'(z) % — 16z, f"(z) = z* - 16.
Az f"(z) = 2 — 16 = 0 egyenlet két gyoke 1 = —2 és 2o = 2. Ha x < —2, példaul z = —3,
akkor f”(—=3) =65 >0, ha -2 < z < 2, példaul = = 0, akkor f7(0) = =16 < 0, s végiil, ha
x > 2, példaul = = 3, akkor f”(3) = 65. Igy az f(x) fiiggvény pontosan a | — 2, 2[ intervallumon
konkdv. Az aldbbi abran f(x), f'(x) és f"(x) grafikonja lathatd.
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Végezzen teljes fiiggvényvizsgdlatot az f(z) = 2 — 1a* fliggvényen!

Megoldas: A teljes fliggvényvizsgalat soran a kovetkezo 1épések mentén haladunk:

i. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.

ii. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozasa.
iii. Szimmetriatulajdonsidgok vizsgalata.
iv. Hatarértékek az értelmezési tartomany hatarain.

v. Monotonitéds vizsgalata, lokalis széls6értékek meghatarozasa.



vi. Konvexitas vizsgalata, inflexiés pontok meghatarozasa.
vii. Grafikon rajzolasa.
viii. Az értékkészlet meghatarozasa.
Esetiinkben:
i. Az értelmezési tartomany meghatdrozasa: Dy = R.
ii. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozéasa: az = tengellyel valé metszéspont
az
fla)=a® — ot =
egyenlet megoldasa alapjan
1 1
0=2%— 2= x3<1 — —x),
2 2
amib8l z; = 0, vagy zo = 2 addédik. Az y tengellyel valé metszéspont f(0) = 0. Tehéat a
fiiggvénygorbe atmegy az origon.
iii. Szimmetriatulajdonsidgok vizsgalata: a parossdg — paratlansag vizsgalatdahoz az f(—z)-et
kell kiszamitani: . .
floa) = (-)a = S(-a)' =~ = Sat,
2 2
ami nem egyenlé sem f(z)-szel, sem f(—x)-el, tehat a fiiggvény sem nem péaros, sem nem
paratlan.
iv. Hatarértékek az értelmezési tartomény hatarain: ez most a —oo-ben és a +oo-ben vald
hatarérték meghatarozasat jelenti:
1 1 1
lim 23— =z*= lim 2*- (— — —).
T——00 2 T——00 x 2
Itt a zardjelben levo kifejezés hatarértéke 0 — % = —%, S ez meg van Szorozva a =00
hatérértékkel rendelkezd z* fiiggvénnyel, igy az ,,eléjel-szabaly” alapjan a hatdrérték —oo:
1
lim 2% — 2! = —o0.
T——00 2
A masik hatarértéket hasonldan szamithatjuk ki, és ugyanezzel a megfontolassal kapjuk,
hogy
1
lim 2% — =2' = —o00
T——+00 2
v. Monotonitéas vizsgalata, lokalis szélsoértékek meghatarozasa: ehhez kiszamitjuk a fiiggvény

derivaltjat:

f'(x) = 32* — 22°.
A monotonitési szakaszok felderitéséhez, és a lokdlis szélséértékek meghatarozasahoz is, a
derivélt zérushelyeire van sziikség, vagyis az

fl(r) =32 —22° = 2*(3—-22) =0

egyenlet megoldasaira, amelyek 3 = 0 és x4 = g (a kapott nevezetes x pontokat folyamato-
san szamozzuk, fiiggetleniil attdl, hogy lehetnek koztiik egyenlék is). A kapott két megoldas
harom diszjunkt intervallumra bontja az értelmezési tartomanyt, a valdés szamegyenest: a



vi.

vil

|—00, 0] intervallumon f’(x) > 0, amit példaul az = = —1 behelyettesitésével ellenérizhetiink:

f/(=1) = 5 > 0, ezért ezen az intervallumon f(z) szigortan nd. A ]0,2[ intervallumon

f'(x) > 0, amit példdul az x = 1 behelyettesitésével ellendrizhetiink: f'(1) =1 > 0, ezért
f(x) szigorian né ezen az intervallumon is. Ez azt jelenti, hogy a 0 pontban a derivalt
nem valt eléjelet, tehdt a 0-ban nincs lokélis szélséérték. Végiil a ]2, +oo[ intervallumon
f'(x) < 0, amit példdul az = 2 behelyettesitésével ellenérizhetiink: f'(2) = —4 < 0, ezért
ezen az intervallumon f(x) szigorian csokken. Kovetkezésképpen, a % pontban a derivalt
el6jelet valt, tehat ebben a pontban lokalis szélsoérték van, s mivel a derivéalt pozitivbol

negativba vélt, ez lokélis maximum, melynek értéke: f (%) = g—;

Konvexitas vizsgalata, inflexiés pontok meghatarozasa: ehhez a méasodik derivaltra van

sziikség:
f"(x) = 6x — 62°.

A konvexitasi szakaszok felderitéséhez, és az inflexios pontok meghatarozasahoz is a méasodik

derivélt zérushelyeire van sziikség, vagyis az
f"(z) =62 — 62° = 62(1 — 1) =0

egyenlet megoldasaira, amelyek x5 = 0 és x4 = 1. A kapott két megoldds harom diszjunkt in-

tervallumra bontja az értelmezési tartoményt, a valds szamegyenest: a |—oo, 0 intervallumon
f"(x) < 0, amit példaul az z = —1 behelyettesitésével ellenérizhetiink: f”(—1) = —12 < 0,

ezért ezen az intervallumon f(z) konkav. A ]0,1[ intervallumon f”(z) > 0, amit példdul

az & = % behelyettesitésével ellenbrizhetiink: f”(3) = 2 > 0, ezért f(z) ezen az inter-

vallumon konvex. Ez azt jelenti, hogy a 0 pontban a masodik derivalt elGjelet valt, tehét

a 0-ban inflexiés pont van, s a fiiggvényérték f(0) = 0. Végiil, az |1, +o0[ intervallumon

f"(x) < 0, amit példdul az x = 2 behelyettesitésével ellenérizhetiink: f”(2) = —12 < 0,

ezért ezen az intervallumon f(z) ismét konkdv, tehat az 1 pontban is inflexiés pont van,

ahol a fiiggvényértck f(1) = 3.

. Grafikon rajzolasa:
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viil. Az értékkészlet meghatarozasa: mivel a fiiggvény a | — oo, %[ intervallumon né, a }%, +oo

intervallumon pedig csokken, tovabba —oo-ben és +oo-ben a hatarértéke —oo, valamint a
folytonossag miatt barmely két értéke kozott minden értéket felvesz, a lokalis maximuma
egyben abszolit maximum, igy az értékkészlete a | — oo, 7] intervallum.



Osszefoglalva:

f'(x) + 0 + +
ffe) | = 0 + 0 -
f(x) | 2 N |inflexié | 2 U | inflexi6 | 2 N | lok. max. | N\, N

5, +o0]

O ol

z2—1

16. Végezzen teljes fliggvényvizsgédlatot az f(z) = fiiggvényen!

3

Megoldas:

1.

ii.

iii.

1v.

Az értelmezési tartomany meghatarozasa: a fiiggvény a nulla pont kivételével mindeniitt
értelmezve van a valds egyenesen: Dy = R.

A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozasa: az x tengellyel valé metszéspont

az
x?—1

fz) = =0

3

egyenlet megoldasa alapjan

a2t —1

0= 5 azaz 2 —1=(z—-1)(x+1)=0,

amib8l x; = —1, vagy xo = 1 adddik. Az y tengellyel valé metszéspont f(0), de f(x) nincs
értelmezve a 0 pontban, igy a grafikon nem metszi az y tengelyt.

Szimmetriatulajdonsagok vizsgdlata: a parossiag — paratlansig vizsgdlatéhoz az f(—x)-et
kell kiszamitani:

(—x)?P—1 2*2—-1  2*—1

floa) = o = T = = )

tehdt a fliggvény paratlan.

Hatarértékek az értelmezési tartomany hatarain: ez most a —oo-ben és a +oo-ben vald
hatarérték, illetve a 0 pontban a bal-, és jobboldali hatarértékek meghatarozasat jelenti:
2?2 —1 1 1

lim = lim — —— =0,
T—r—00 €T T——00 U x3

hiszen nyilvan mindkét tag hatarértéke 0, és ugyanez a helyzet +oo-ben is:

. x?—1 . 1 1
lim = lim - ——=0.
T——+00 J]g rx——00 I :L‘3

A 0 pontban a baloldali hatarérték:

21 1
lim = = lim —3-(x2—1).
z—0~ X z—0" T

A zardjelben all6 kifejezés hatarértéke x — 0 esetén —1, x% pedig x < 0 esetén negativ,
ezért a hatarértéke xr — 0 esetén —oo. Kovetkezésképpen, a szorzat hatarértéke +oo, az
,,eléjel-szabaly” alapjan:

22 —1 1

. T 2 _
e i R A




V1.

A jobboldali hatarérték esetén hasonlé a helyzet, azzal a kiilonbséggel, hogy az x—ld fiiggvény
x > 0 esetén pozitiv, ezért a hatarértéke x — 0 esetén +o0, igy a szorzat hatarértéke —oo:

21 1
lim — = lim —3-(:1:2—1):—00.
eo0t T e—0+ T

Monotonitas vizsgédlata, lokalis szélsoértékek meghatarozasa: ehhez kiszamitjuk a fliggvény
derivaltjat:

1 3 3 —a?

fla)=——+ 5= :

4 zd

A monotonitasi szakaszok felderitéséhez, és a lokalis széls6értékek meghatarozasahoz is a
derivalt zérushelyeire van sziikség, vagyis az

3 — 2

f(x) = —5— =0, azaz 3 — 22 =0, azaz 2> =3
T
egyenlet megolddsaira, amelyek x5 = —v/3 és x4 = v/3. A kapott két megoldds harom disz-
junkt intervallumra bontja az értelmezési tartomanyt, a valés szamegyenest: a | — oo, —v/3]
intervallumon f’(z) < 0, amit példdul az x = —2 behelyettesitésével ellenérizhetiink le:

f'(=2) = —1 < 0, ezért ezen az intervallumon f(x) szigorian csokken. A | — /3, —/3]
intervallumon f’(x) > 0, amit példdul az x = 0 behelyettesitésével ellenérizhetiink: f'(0) =
3 > 0, ezért f(x) szigortian né ezen az intervallumon. Ez azt jelenti, hogy a —+/3 pontban
a derivélt elbjelet valt, negativbél pozitivba, igy —v/3-ban lokélis minimum van, értéke:

f(V3) = —%. Végiil a ]v/3, +oo intervallumon f'(x) < 0, amit példaul az z = 2 behe-
lyettesitésével ellenérizhetiink: f'(2) = —1 < 0, ezért ezen az intervallumon f(z) szigortan

csokken. Kovetkezésképpen, a /3 pontban a derivalt eléjelet valt, tehdt ebben a pontban
lokalis szélsdérték van, s mivel a derivalt pozitivbdl negativba valt, ez lokalis maximum,

melynek értéke: f(v/3) = %g

Konvexitas vizsgalata, inflexiés pontok meghatarozasa: ehhez a maéasodik derivaltra van
sziikség:
y 2 12 22212
flla)= 35— == ———.
x x x
A konvexitasi szakaszok felderitéséhez, és az inflexiés pontok meghatarozasahoz is a méasodik
derivalt zérushelyeire van sziikség, vagyis az

22— 12

o =0, azaz 22° —12 =0, azaz z° =6

f//(x)
egyenlet megolddsaira, amelyek x5 = —v/6 és x5 = V6. A kapott két megoldds ismét
harom diszjunkt intervallumra bontja az értelmezési tartomanyt, a valdés szamegyenest: a
] — 00, —V/6[ intervallumon f”(x) < 0, amit példaul az » = —3 behelyettesitésével ellend-
rizhetiink: f”(—3) = %5 < 0, ezért ezen az intervallumon f(z) konkdv. A ] — V6,/6]
intervallumon f”(z) < 0, amit példaul az x = 1 behelyettesitésével ellendrizhetiink: f”(1) =
—10 < 0, ezért f(x) ezen az intervallumon is konkav. Ez azt jelenti, hogy a —/6 pontban a
mésodik derivalt nem valt el6jelet, tehat a —v/6-ban nincs inflexiés pont. Végiil az ]\/6, +oo
intervallumon f”(z) > 0, amit példaul az © = 3 behelyettesitésével ellendrizhetiink: f”(3) =
3% > 0, ezért ezen az intervallumon f(z) konvex, tehdt az /6 pontban inflexiés pont van,

ahol a fiiggvényérték f(v/6) = g



vil.

Grafikon rajzolasa:

-05F

-1.0fF

-15F

viil. Az értékkészlet meghatarozdsa: mivel a fiiggvény a | —+/3, 0] intervallumon né, értéke —+/3-

17. Végezzen teljes fiiggvényvizsgdlatot az f(z) =

Osszefoglalva:
Df ] —OO,—\/g[ _\/g ] —\/370[ 0 ]Oa \/g[ \/g ]\/gv —|—OO[
f'(x) — 0 + nincs ért. + 0 -
f(z) N lok. min. Ve nincs ért. Ve lok. max.
1 (x) — 0 + nincs ért. — 0 +
f(z) U infl. pont U nincs ért. N infl. pont U

ban negativ, hatarértéke a 0-ban balrél 400, ezért mar ezen az intervallumon minden nem-
negativ értéket felvesz. Mivel paratlan fiiggvény, a ]0,v/3] intervallumon viszont minden

nempozitiv értéket felvesz, igy értékkészlete R.

2 . ,
fliggvényen!

Megoldas:
i. Az értelmezési tartomany meghatarozasa: a fiiggvény mindeniitt értelmezve van a valds

egyenesen: Dy = R.

ii. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatérozasa: az x tengellyel valé metszéspont

az
CL’2

= - O
flo) = o

egyenlet megoldésa alapjan
2
x
o244
amib6l ;7 = 0 addédik. Az y tengellyel valé metszéspont f(0) = 0, igy a fiiggvénygorbe

azaz 12 =0,

atmegy az origon.

iii. Szimmetriatulajdonsdgok vizsgdlata: a pérossdg — paratlansig vizsgalatdhoz az f(—x)-et

kell kiszédmitani: ( )2
— €T
f=e) = (—2)2+4 22+4 f(@),

tehat a fliggvény paros.



1v.

V1.

Hatarértékek az értelmezési tartomany hatérain: ez most a —oo-ben és a +oo-ben vald
hatarérték meghatarozasat jelenti:

. x? _ 1
lim = lim 7l
z——oco 12 + 4 z——o00 | + =

Y

hiszen & hatarértéke nyilvan 0, és ugyanez a helyzet +oo-ben is:

T

. x? , 1
lim 5 = lim 7l
r—too 12 + 4 z—+oo | + ol

Monotonitéas vizsgédlata, lokalis szélsoértékek meghatarozasa: ehhez kiszamitjuk a fliggvény
derivaltjat:
gy 2w(a®+4)—a2* 20 8
f (w) o (xQ +4)2 o (x2+4)2'
A monotonitasi szakaszok felderitéséhez, és a lokdlis széls6értékek meghatarozasahoz is a
derivélt zérushelyeire van sziikség, vagyis az

8x

f(z) = e

=0, azaz 8x =0
egyenlet megoldasaira. Egyetlen megoldas van: xy = 0. Ez a pont két disgjunkt interval-
lumra bontja az értelmezési tartomanyt, a valés szdmegyenest: a | — oo, 0] intervallumon
f'(x) < 0, hiszen a szamlalé negativ, a nevez6 pedig mindig pozitiv. Ezért ezen az interval-
lumon f(z) szigorian csokken. A 0, +oo[ intervallumon pedig f’(z) > 0, hiszen a szamlalé
pozitiv, a nevez6 pedig mindig pozitiv. Ezért f(z) szigorian né ezen az intervallumon. Ez
azt jelenti, hogy a 0 pontban a derivalt eldjelet valt, negativbdl pozitivba, igy 0-ban lokalis
minimum van, értéke: f(0) = 0.
Konvexitas vizsgalata, inflexiés pontok meghatarozdsa: ehhez a masodik derivéltra van
sziikség:
() = 8(x% +4)? — 8z -2(2? +4) - 2x _ —242? + 32

(a2 + 1) EE
A konvexitasi szakaszok felderitéséhez, és az inflexiés pontok meghatarozasahoz is a masodik
derivalt zérushelyeire van sziikség, vagyis az

4

—2422% 4+ 32
—$—+:O, azaz —243:2—}—32:0, azaz x2:§

() = (24 4)3

egyenlet megoldasaira, amelyek x3 = —\% és 1y = % A kapott két megoldas harom disz-
junkt intervallumra bontja az értelmezési tartomanyt, a valds szdmegyenest: a | — oo, —\%[
intervallumon f”(z) < 0, amit példaul az x = —2 behelyettesitésével ellendrizhetiink:

f"(=2) = =1 < 0, ezért ezen az intervallumon f(z) konkdv. A ] — \%, \%[ intervallu-

mon f”(x) >80, amit példaul az x = 0 behelyettesitésével ellendrizhetiink: f”(0) > 0, ezért
f(x) ezen az intervallumon konvex. Ez azt jelenti, hogy a —\/lg pontban a masodik derivalt
elgjelet valt, tehdt a —\%—ban inflexiés pont van, s ott f(z) értéke f(—\/lg) = 1. Végiil az
]%, +oo[ intervallumon f”(z) < 0, amit példdul az x = 2 behelyettesitésével ellenérizhetiink:

f"(2) = —% < 0, ezért ezen az intervallumon f(z) konkév, tehét a \% pontban inflexiés pont

van, ahol a fliggvényérték f (\%) =1



vii. Grafikon rajzolasa:

-30 -20 -10 ' 10 20 30
viii. Az értékkészlet meghatarozasa: mivel a fiiggvény a | — oo, 0[ intervallumon csokken, 0-ban
nulla, és a |0, +oo[ intervallumon né, valamint —oo-ben és +o0o-ben a hatéarértéke 1, tovabba

nyilvan
2

J@) = <1

minden z esetén, igy az értékkészlet Ry = [0, 1].

Osszefoglalva:

Df ] —O0,0[ 0 ]0,+OO[

f'(z) - 0 +

f(zx) N lok. min. v

2 2 72 2 2
Df ]—OO,—%[ _ﬁ ]_%7%[ % ]%7—’—00[

1 (x) - 0 + 0 =
f(zx) N infl. pont U infl. pont N




