MATEMATIKA 1I.

Gradiens, iranymenti derivalt
1. Hatdrozza meg az f(z,y) = x* + xy + y* fiiggvény gradiensét a (—1,2) pontban!

Megoldas: A gradiens, definicié szerint, a fiiggvény parcialis derivaltjaibol képzett vektor:

vi= (5. Vi) = (e, ).

Hasznélhatjuk az egyszeriibb jelolést is a parcidlis derivaltakra:
V= (fofy), VH@y) = (folz.y) fy(@y).
Ennek megfelelden esetiinkben:
fo(z,y) =22 +y, fylz,y) = + 2y,

Vf(z,y) =2z +y,x+2y),
sa (—1,2) pontban x = —1,y = 2, tehat

fo(—=1,2)=2-(-1)+2=0,  f,(-1,2)=-1+2-2=3,
Vf(-1,2)=(0,3).
2. Hatérozza meg az f(z,y) = 2x + 23y — y fuggvény gradiensét a (2, —2) pontban!
Megoldas: A fenti jelolésekkel:
fo(z,y) = 2 + 327y, fy(z,y) =2° — 1,

Vf(w,y) = (2+ 3%y, 2° — 1),
s a (2,—2) pontban x = 2,y = —2, tehét

fo(2,-2) =2+3.22. (=2) = —22, f,(2,-2)=2-1=7,
V(2 —2) = (—22,7).
3. Hatdrozza meg az f(z,y) = sin 3zy? fliggvény gradiensét a (2, 1) pontban!
Megoldas: Az osszetett fiiggvény differencialasi szabalya alapjan:
fo(z,y) = 3y cos 3zy?, fy(x,y) = 62y cos 3zy?,

V f(z,y) = (3y* cos 3zy?, 62y cos 3zy?),
sa (2,1) pontban = = 2,y = 1, tehat

f2(2,1) =3 cos6 = 2.88, £,(2,1) = 12cos6 = 11.52,

Vf(2,—2) = (2.88,11.52).



4. Hatdrozza meg az f(x,y) = cos(zy + x?) fiiggvény gradiensét a (3,1) pontban!

Megoldas: Az osszetett fiiggvény differencialasi szabalya alapjan:
fo(z,y) = —(y + 22) sin(zy + 2?), fy(x,y) = —wsin(ay + 2?),

V(@) = (—(y + 20) sin(wy + 22), —wsin(zy + 22)),
sa (3,1) pontban = = 3,y = 1, tehat

£2(3,1) = —7-sin 12 = 3.76, £,(3,1) = —3sin 12 = 1.61,
V£(2,-2) = (3.76,1.61).

. Hatdrozza meg az f(x,y) = 2/xy + ?;_y + 4 fuggvény gradiensét a (8,1) pontban!

Megoldas: Az f(x,y)-t célszeriibb igy felirni:

fx,y) = 25y + 3yz~" + 4,

ezért .
fx(x,y)ZQ-g-m_%y—3yx_2, fy($,y):2$%+3l'_l7
masszoval ) 5 ;
. a3 o
folz,y) = it folm,y) = 2¢/x + p
. 2 3 3
_ _ %Y 5 2
Vf(x’y)_<3\3/P ZE272\/E+(L')’
s a (8,1) pontban x = 8,y = 1, tehat
1 3 23 3 35
558,].:———:—, 871 :4 S o
L&) =55~ 102 L8 1) =4+ 5=7
23 35
7]- - (_7_)
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. Hatérozza meg az f(z,y) =y - e fiiggvény gradiensét a (2, —1) pontban!
Megoldas: A szorzat, és az Osszetett fliggvény differencidlasi szabdalya alapjan:
folmy) =y, fylo,y) = 42y " = 2y +1) - ",
és
Vi,y) = (v e, 2y +1) - ),
sa (2,—1) pontban z = 2,y = —1, tehat
L1 = (1)@=l 1) = ()@=

Vf(2,-1)=(-1,-1).



7. Hatdrozza meg az f(z,y) = = - In(x + y) fliggvény gradiensét a (3, —2) pontban!

Megoldas: A szorzat, és az Osszetett fliggvény differencidlasi szabdalya alapjan:

xXr
T\" :1 ) ) = )l
fo(z,y) n(x+y)+x+y fy(@,y) Tty
és . .
Vi(ey) = (@ +y) + ——,——),
f(z,y) = (In(z +y) R
s a (3,—2) pontban z = 3,y = —2, tehat
£3=2) =32+ —— =3 f(3,-2)=———3
_ = 1n — —_— — = — =
x\Y) 3_2 ) y\ 3_2 )

VF(3,-2) = (3,3).
8. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2 - (xy® — 1)* fiiggvény gradiensét a (2, —1) pontban!
Megoldas: A szorzat differencidlasi szabdalya alapjan:
fo(z,y) = 322 (zy® — 1) +42y? (2y® —1)% = (T23y* —32%) (> —1)?, fy(z,y) = 8z y(zy*—1),

és
Vf(z,y) = ((7:63y2 —32%) (zy® — 1)°, 8xty(ay® — 1)3),

s a (2,—1) pontban x = 2,y = —1, tehét
f(2,—1) = 44, fy(2,—1) = —128,
VF(2,—1) = (44, —128).
9. Hatdrozza meg az f(x,y) = y* - /22 + y fiiggvény gradiensét a (2, —3) pontban!

Megoldas: Az f(x,y)-t célszerti igy felirni:

SIS

fz,y) = y*(=° +y)2.
Ekkor, a szorzat differencialasi szabalya alapjan:

1

folzy) =y*- 5 (2% +y)

1
2

2220 = wyP(a® +y) 2,

fo(z,y) =2y (2*+y)2 +y*-

2
@y 1=2y- (2P +y)E + %(1’2 +y)7?

N —

és
2
Vi(z,y) = (zv?f(:v? +y) 2, 2y(z* +y)2 + %(1‘2 + y)*ﬁ),

s a (2,—3) pontban x = 2,y = —3, tehdt

fm<27 _3) = 187 fy(27 _3> = T3



10. Hatarozza meg az f(x,y) = fiiggvény gradiensét a (—1,1) pontban!

2:(:3+y
Megoldas: A hanyados differencialasi szabalya alapjan:
y4(2$3 + y2> _ fI?y4 . 6%2 B y6 _ 4.§C3y4

f:r:(xay> -

(22 +y2)? (208 )
4oy (223 + %) —xyt -2y 8zt + 22y
fy(z,y) = (225 + y2)? - (225 + y2)2
és
Vf(z,y) = (y — 4a3y* 8x4y3+2xy5>
’ (228 +y2)?" (20° +42)* /7

a (—1,1) pontban x = —1,y = 1, tehat

fz(_Ll) =5, fy(_171) :67
V(2,-3) = (5,6).

11. Hatdrozza meg az f(x,y) = 4 fiiggvény gradiensét a (—1,1) pontban!

Z‘2+3 3
Megoldas: A hanyados differencialasi szabélya alapjan:
6x% - (2° +3y°) — (22° —4y) - 2z 22" + 18x%y® + uy

fx(fl?,?/) = (.1'2 4 3y3)2 - (x2 + 3y3)2 ’
I () = —4(2? + 3y3) — (223 — 4y) - 9y? _ 2493 — 18x3y? — 4a®
Y\ (22 + 3yP)2 (22 + 3yP)2 ’
és
Viy) = <y6 —4x3yt 2493 — 1823y? — 4:102)
Y= (22 + 3y3)?’ (2% 4 3y3)? ’
a (—1,1) pontban x = —1,y = 1, tehat
12 3 38 19
1,1 - 1,1 —
pein=2=2 =21
3 19
Vi(-1,1) = (-,-).
L= (%

12. Hatarozza meg az f(z,y) = sinxy + cos zy fiiggvény gradiensét a (7, 1) pontban!
Megoldas: A differencialasi szabalyok alapjan:

fe(x,y) =y - cosxy —y - sinzy = y(cosxy — sinzy),

fy(x,y) = - coszy — x - sinxy = x(cosxy — sinxy),
és

Vf(z,y) = (y(cos xy — sinzy), x(cos ry — sin xy)),
sa (5,1) pontban z = 7,y = 1, tehat

LG =1-0-1)=-1 £



13.

14.

15.

Hatérozza meg az f(x,y) = In /22 + y? fliggvény gradiensét a (3,4) pontban!
Megoldas: Az f(x,y)-t célszeri igy felirni:
A 1 2 2
In /22 + 92 = f(z,y) = In(2? +y)2:§1n(x +y°).

Ebbdl kapjuk:

1 2x x
f(xy) 5 2+y2_$2+y27

1 2y Y
f($ y) 2 2+y2_x2+y27

és

x y

a (3,4) pontban = = 3,y = 4, tehat

™

fo(3,4)=1-(0—1)=—1, £,(3,4) == 3

w00~ (3 )

b 3

(0-1)=—

Hatdrozza meg az f(x,y) = 2xy? —y figgvény u = (1,2) irdnyt irdnymenti derivéaltjat az (1, —1)
pontban!

Megoldas: Az iranymenti derivalt, definicié szerint

8f (51 (9f

fulz,y) = %(%y) Tl + a—y(%.@)- = fu(2,9) - “ || + fy(z,y) - || ||

]

ahol uy és uy az u vektor elsd, ill. masodik koordindtdjat jeloli, tehat u = (uq, uz), ||u|| pedig az

u vektor hosszét, tehdt ||u|| = /u? + u3.

Esetiinkben
fola,y) = 2¢°, fyl,y) = 4oy — 1,
tehat az (1, —1) pontban x =1 és y = —1, ezért
fz(1,—1) = 2, fy(l, —1) = -5,

tovabba
= (1,2), ezért [lul| = V1?4 22 = V5.

Végiil tehat
fﬁ(L _1> =

Sl
a
S

Hatédrozza meg az f(x,y) = (23y)? fiiggvény u = (—1, 1) irdny1 irdnymenti derivaltjat az (1, —1)
pontban!

Megoldas: Célszeri f(z,y)-t igy felirni:

flzy) = (%) = 25



16.

17.

A fentiek alapjan szamolunk:

folz,y) = 62°y%, fy(z,y) = 22%,

tehat az (1, —1) pontban x = 1 és y = —1, ezért

fx(L_l) =6, fy(la_l) = -2,

tovabba

u=(—1,1), ezért |lu| =+/(-1)2+12= V2.

(—1) 1 8
(1 —1) =6~ 9. —_°
Pl =00 =2 =
Hatédrozza meg az f(x,y) = (2?y*)? fiiggvény u = (3, —2) irdny irdnymenti derivaltjat az (—1,1)
pontban!

Végiil tehat

Megoldas: Célszeri f(z,y)-t igy felirni:
fla,y) = (2%y")* = 2y
A fentiek alapjan szamolunk:
folw,y) = 627", fylzy) = 1225,
tehat a (—1,1) pontban z = —1 és y = 1, ezért
fe(—=1,1) = —6, fy(—=1,1) =12,

tovabba

w=(3,-2), ezért |lul = /3 + (<27 = VI3,
12 (‘\/13; S

Hatdrozza meg az f(x,y) = xze?¥ —ye® fiiggvény u = (—5, 2) irdnyt irdnymenti derivaltjat a (0, 0)
pontban!

Végiil tehat

f£<_1a 1) = <_6) )

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:
felz,y) = €’ — ye”, fy(@,y) = we¥ — €,
tehat a (0,0) pontban z = 0 és y = 0, ezért
f=(0,0) =1, £4(0,0) = =1,

tovabba

u=(=5,2), ezért ||ul = V/(=5)? + 22 = V2.

(=5 .2 _ T
V29 V29 V29

Végil tehat
fu(0,0) =1-




18. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2% — ye®® + 1 fliggvény u = (2, —2) irdnyt irdnymenti derivaltjit
a (0,0) pontban!

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:
folz,y) = 22€® — 2y, fy(x,y) = 322%™ —
tehdt a (0,0) pontban x = 0 és y = 0, ezért
f2(0,0) =0, f4(0,0) = —1,
tovabba

u=(2,-2), ezért |Jul = /22 + (=2)2 = V8.

a2 ( 2) 2
fu(0,0)=0- N 1- \/_ \/_

19. Hatdrozza meg az f(z,y) = (z + 2y)? fiiggvény u = (2, 1) irdnyt irdnymenti derivaltjt a P(1,1)
pontban!

Végiil tehat

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:
folz.y) =3(x+2y)",  fylz,y) =6(z +2y)%,
tehat a P(1,1) pontban x =1 és y = 1, ezért
fx(1,1) = 27, fy(1,1) = 54,

tovabba

= (2,1), ezért [|ul] = V22 +12 = V5.

Végiil tehat
_ 108

2
20. Hatérozza meg az f(z,y) = (222 + ¢°)? figgvény u = (2, —3) irdnyt irdnymenti derivaltjat az
(1, —1) pontban!

fu(1,1) =27

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:
fo(z,y) = 122(22% + 9°)?, fy(x,y) = 15y(22° + y°)?,
tehédt az (1, —1) pontban x = 1 és y = —1, ezért
fz(1,1) = 12, fy(1,1) = —15,

tovabba

= (2,-3), ezért |lul| = /22 + (=3)2 = V13.

2.3y =
V13 VI3 V13

Végiil tehat
fu(l,—1) =12




2x—3y
4y—3x

21. Hatarozza meg az f($7y) =
pontban!

figgvény u = (—3,4) irdnyd irdnymenti derivéltjat az (2, 1)

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:

_ 204y —32) = (=3)(2r =3y) _ —y
~ (—3)4y — 3w) —4(22z — 3y) x
Jlw.y) = (4y — 3x)? 4y — 32)%
tehat az (2,1) pontban x = 2 és y = 1, ezért
—1 2 1
fx(271):%:_iv fy(271):z_1:§’

tovabba
u=(-3,4), ezért ||ul| =+/(-3)2+42= V25 = 5.

Végiil tehét

(—3)

ok

14 11
5 2

4
5 20

A

ful2,1) = =

22. Hatédrozza meg az f(r,y) = %

pontban!

fliggvény u = (3,1) irdnyud irdnymenti derivaltjat az (—1,0)

Megoldas: A fentiek alapjan szamolunk:

(22 +y) — 22(3x — 212 —32% + 4ay? + 3y
fal@,y) = ( ) — 20 )

(22 +y)? (22 +y)?
B (—4y)(2® + y) — (3z — 29°) =3z — 4oy — 2y°
fy(x:y) - (IQ +y)2 _ (x2 _|_y)2 )

tehdt a (—1,0) pontban z = —1 és y = 0, ezért

=3 _

fz(_lvo) = 1

3
_37 fy(_170>:I:37
tovabba
w=(3.1), ezért ul| = V3 + 12 = VIO,
Végiil tehat
3 1 6

fg(—l,O) =-3- \/—1—0 + 3\/—1_0 = —\/—1_0.

23. Hatarozza meg az f(z,y) = /4 + 3y? fuggvény u = (1, —1) irdnyu irdnymenti derivaltjit az
(1,1) pontban!

Megoldas: Célszeri f(z,y)-t a kovetkezOképpen irni:
flx,y) = (4z + 3y°)>.
A fentiek alapjan szamolunk:

Jolwy) = 5 - Ada + 3y%) 7 = 2(dx + 3y%) 2 =

Vaz + 3y



1 ) 3
folw,y) = 5 - y(de +3y") 77 = z

Az + 327
tehat az (1,1) pontban x =1 és y = 1, ezért
2 3
1171:_7 171 = =
fa(1,1) 7 fy(1,1) N
tovabba
u=(1,-1), ezért ||ul| = /12 + (-1)2 = V2,
Végil tehét
2 1 3 (-1 1
)=
MU= B e~ v



